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Predgovor

Knjiga je nastala iz predavanja koja sam, u okviru kursa Algoritmi i strukture
podataka, drzao studentima infromatike na studijskom programu matematika i in-
formatika, Prirodno-matematickog fakulteta u Banjoj Luci i studentima na Odsjeku
za matematiku, racunarstvo i fiziku na Filozofskom fakultetu u Isto¢nom Sarajevu.
U okviru kursa sam nastojao dati uvod u osnovne definicije, rezultate i probleme
iz teorije algoritama i struktura podataka. Podrazumijevana predznanja ukljucuju
poznavanje matematike i informatike na nivou uvodnih kurseva prve godine stu-
dija.

Posto u ovom izdanju nisam nasao vremena za detaljniju obradu teksta, tekst
cesto li¢i na koncept lekcija iz kojeg je nastao. Nadam se da ¢u taj nedostatak
otkloniti u sljedecem izdanju. Studenti koji su slusali predavanja primijeti¢e da
knjiga ne obuhvata neke od tema koje sam izlagao. Tako, na primjer, ovaj put ni-
sam stigao prirediti za Stampu Racunarske metode u algebri, U¢enje nad grupama
permutacija, Sortiranje na mrezama i na povezanim oknima, Donja ogranicenja
slozenosti algoritama, Algoritme na grafovima, Algoritme racunarske geometrije i
Algoritme teorije igara. Ova i druga predavanja koja nisu obuhvaéena ovom knji-
gom planiram publikovati u dodatnoj svesci.

U dodatku, na kraju knjige, dao sam kratke prikaze nekih tema studentskih se-
minarskih radova. Nadam se da ¢u tako ublaziti izostavljanje pomenutih sadrZaja
predavanja.

Zbog nedostatka zbirke zadataka iz teorije algoritama i struktura podataka na
nasem jeziku, u tekst smo stavili dosta primjera koji su potpuno implementirani u
nekom od programskih jezika. Nadamo se da ¢emo u sljede¢em izdanju program-
ski kod prebaciti u zbirku zadataka, a u knjizi ga zamijeniti potrebnim pseudoko-
dom.

Kolege Dimitriju Cvoki¢, Darko Drakuli¢, Vladimir Janji¢ i Dragan Mati¢, su
zajedno samnom drzali pomenuti kurs i u kurs unosili razna poboljsanja. Kolega
Drakuli¢ je ucestvovao u pisanju glava 7, 8 i 9, u okviru njegovog post-diplomskog
studija. Kolege Karlo Bala i Marko Djukanovi¢ su pregledali neke od algoritama
pretrazivanja i priredili programe za rjeSavanje problema osam kraljica na $ahov-
skoj tabli. Koleginica Ivana Prodanovi¢, je u Latex-u otkucala dio koncepta preda-



vanja. Divni studenti su me ucili puno stvari i inspirisali me da im vratim predajudi.
Ovom prilikom se svima najljepSe zahvaljujem.

Posebnu zahvalnost dugujem Prof. dr Nenadu Miti¢u i Prof. dr Djuri Pauniéu
koji su ljubazno pristali da obave tezak posao recenziranja knjige i tako pomogli
da se knjiga znatno poboljsa.

Pokusao sam otkloniti najteze greske i izvinjavam se zbog gresaka koje su pre-
ostale u knjizi. Za sve greske je odgovornost isklju¢ivo moja. Koristite knjigu uz
oprez!

Banja Luka, april 2014. g Ilija Lalovi¢



Sadrzaj

1 Analiza algoritama

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6
1.7

Asimptotske oznake . . . .. ... .. ... oo
Hijerarhije sloZenosti algoritama . . . . .. ... ... .......
1.2.1 Poredjenje algoritama polinomijalne, logaritamske i ekspo-
nencijalne sloZzenosti . . . ... ... ... ... ... ...
1.2.2 Uticaj povetanja brzine procesora na brzinu algoritma
Najgori slucaj (worst case), najbolji slucaj (best case) i srednji slucaj
(average case) sloZenosti algoritama . . . ... ... ........
Dizajn i analiza slozenosti nekih karakteristi¢nih algoritama . . . .
1.4.1 Racionalizacija mnoZenja velikog broja kompleksnih brojeva
1.4.2 Hornerova Sema. Kompleksnost izratunavanja vrijednosti
polinoma . .. ... ... ... ...
1.4.3 Elementarne metode sortiranja: bubble sort (sortiranje mje-
huri¢ima), selection sort (sortiranje izabiranjem) i insert
sort (sortiranje umetanjem) . . . . . . . . . .. ... ...
1.4.4 Algoritam za nalazenje drugog elementa u nizu i razvoj al-
goritama efektivnog sortiranja. . . . . . .. ... ... ...
Metoda programiranja podijeli i vladaj. Dizajn i analiza sloZenosti
rekurzivnih algoritama . . . . . . . ... ... o oo
1.5.1 Podijeli i vladaj tehnika (ili rekurzivna tehnika) rjeSavanja
problema . . ... ... ... ..
1.5.2 Binarno pretrazivanje: nalaZenje zadatog elementa u ure-
djenom nizu brojeva za vrijeme O(logn) . . . . ... .. ..
1.5.3 Efektivno mnoZenje dugih cijelih brojeva u vremenu O(n!?)
1.5.4 Efektivho mnoZenje matrica u vremenu O(n?8) . . . ...
1.5.5 SloZenost drugih operacija sa matricama . . . . . .. .. ..
NalaZenje k-tog elementa u linearnom vremenu . . . . . . ... ..
Dizajn i analiza slozenosti brzih algoritama za sortiranje . . . . . .
1.7.1 Sortiranje merdZovanjem (spajanjem). Dizajn i analiza slo-
ZENOSHL . .« v v v e e e e e e

w

10
10

10

11

13

14

15



1.7.2 Brzo sortiranje (Quick sort). Dizajn i analiza sloZenosti . . .
1.7.3 Donje ogranictenje O(nlogn) za algoritme sortiranja pore-
djenjem u opStem slucaju . . ... ... .. ... ......

1.8 Sortiranje u linearnom vremenu . . . . . . ... ... L.

Dinamicko programiranje
2.1 MnozZenje niza matrica . . . . . . . . ... i
2.2 Najduzi zajedni¢ki podniz . . .. ... ... ... .. .. ... ..
2.2.1 Osobine najduzeg zajednickog podniza . . . . ... ... ..
2.3 Optimalna triangulacija poligona . . . ... ... ... .......
2.4 Parsiranje kontekstno slobodnih gramatika . . . . . ... ... ...
2.5 Optimalno binarno drvo za pretrazivanje . . . . . . ... ... ...
2.6 Najkradi putevi medju svim parovima vrhova grafa . ... ... ..
2.7 Fibonadcijevi (Fibonacci) nizovi . . ... ... ... .........

Greedy (gramzivi) algoritmi

3.1 Gramzivi algoritmi i problemi optimizacije . . . . . ... ... ...

3.2 Minimizacija vremena ¢ekanja procesa na jednom ili viSe procesora

3.3 Huffman-ovi kodovi. Huffman-ov algoritam. . . . . . ... ... ..

3.4 Metoda "penjanja uz brdo" ("Hill Climbing"). Problem prelaska pu-
stinjedzipom . . . . .. ... e e e

Aproksimativni algoritmi

4.1 Pravljenje rasporeda: minimizacija kona¢nog vremena Cekanja.
Problem pakovanjaranca . ... ...................

4.2 On-line algoritmi: Pakovanja u binove . . ... ... ... ... ..
4.2.1 '"Nextfit"pakovanje . .....................
4.2.2 '"Bestfit"pakovanje . . . . .. ... L
4.2.3 'Firstfit" pakovanje . . . . ... ..o

4.3 Off-Line algoritmi: "First fit decreasing” . ... ... ... ... ..

Metoda "Backtracking" (pretraZivanje sa vra¢anjem)

5.1 Pretrazivanjelavirinta . . .. ... ... ... .. ... .. ... ..
5.2 Problem osam kraljica . . ............... . .......
5.3 Rekonstrukcija polozaja tacaka iz datih rastojanja . . . . . ... ..

Strukture podataka
6.1 Dinamicke strukture podataka . . . . ... ... ... .. ......
6.2 Povezane (linkovane) liste . . . . . . . . . . . . . ..
6.3 Graniénici (Sentineli) . . . . . . . . . ...
6.3.1 Implementacija pointera i objekata matricom . ... .. ..
6.3.2 Implementacija pointera
jednodimenzionalnim nizom . . ... ............
6.3.3 Alociranje i oslobadjanje elemenata. . . ... ........
6.4 Binarnodrvo . ... .. ... ...
6.5 NeograniCeno grananje . . . . . . . . . v v v v bbb e e e



6.6 Heap sort (sortiranje drvetom) . . . . . . . . . . .. ... ... .. 102
6.7 Nizovi (AITays) . . . v v v v i e e e e e e e e e e e e e 104
6.8 Hes-tabele . . . . . . . . . . . .. .. e 105
6.81 Uvod. ... ... .. i 105

6.8.2 Rasporedjivanje kljuceva po slotovima . . . ... ... ... 106

6.8.3 Radsahe§tabelama ... ... ... ... .......... 107

6.8.4 HeSfunkcije . ....... ... ... ... ... 111

6.8.5 Univerzalno heSiranje . ... ... ... ... ........ 113

6.8.6 Otvoreno adresiranje . . . . . . .. ... ... ... .... 114

6.8.7 Uniformno heSiranje . . . . ... ... ... .. ....... 115

6.8.8 Komentari . . ... ....... ... . 115

7 Linearno programiranje 117
7.0 Uvod . .o o e e e 117
7.2 Graficka metoda za rjeSavanje problema linearnog programiranja . 118
7.3 Pivotoperacija . .. ... .. ... 119
7.4 Simpleksmetoda . . . ... ... ... 121
7.5 Implementacija . .. ... ... ... ... ... 123
7.6 Konvergencija i vremenska sloZzenost LP problema . ... ... .. 125
7.7 Problemi ekvivalentni linearnom programiranju . . . . .. ... .. 126

8 Brza Furijeova transformacija 129
8.1 Kompleksni korjeni jedinice . . ... ... ... ... ........ 129
8.2 Diskretna Furijeova transformacija . . . ... ... ... ...... 130
8.3 Brza Furijeova transformacija . . . . ... ... ... ........ 130
8.4 Implementacija . . ... ... ... ... 131
8.5 MnoZenje polinoma u vremenu O(nlogn) . . ... ... ... ... 132

9 PronalaZenje uzorka u tekstu 135
9.1 Uvod . . . o oo e e 135
9.2 Rabin-Karpalgoritam . . . . ... ... .. ... ........... 136
9.3 Boyer-Moore algoritam . . . . . . ... ... ... 138
9.3.1 Implementacija Boyer-Moore algoritma . . ......... 140

9.4 Knuth-Morris-Pratt . . . . . . .. ... ... 142
9.4.1 Implementacija Knuth-Morris-Pratt algoritma . . ... . .. 143

Dodaci 149
A 149
A.1 Primjer programa koji ispisuje sopstvenikod . . . . . .. ... ... 149
A2 Stohastickimodeli .. ............. . . .. ... .. ... 150
A.3 Problemi zaustavljanja: Izbor sekretara . . . . ... ... ... ... 152
A4 Teorijaslozenostii3SAT . . . . . . .. .. ... ... ... 154
A.4.1 Teorema Cook-a: SAT je NP-kompletan. . . . . ... ... 157

A.4.2 Teoreme o vremenskoj hijerarhiji . ... ... ... ..... 159

A.4.3 Klase prostorne slozenosti . . . . . ... ... ... ..... 160



A.5 Algoritmi polinomijalne vremenske sloZenosti za grupe permutacija 161

AS51 Uvod. ... .. ... e 161
A5.2 Primjene. . . . . . . ... e 165
A.5.3 Algoritmi planiranja, Rubikova kocka i algoritmi u¢enja . . 167

Bibliografija 173






Glava

Analiza algoritama

U analizi algoritama smo realno zainteresovani samo za red rasta slozenosti
algoritma. Zanima nas kako ce se algoritam ponasati u slucaju kada se duzina
ulaza povecava i kako matematicki evaluirati funkciju kostanja algoritma u odnosu
na duzinu ulaza i njene elementarne operacije. Pokazuje se da je dovoljno odrediti
asimptotsko ponasanje funkcije kostanja.

U teoriji algoritama i njihove sloZenosti govori se o gornjem ogranilenju i o
donjem ogranicenju. Dato gornje ogranicenje slozenosti algoritma pokusavamo po-
boljsati, a za donje ogranicenje pokusavamo dokazati da ne moZe postojati algori-
tam sa boljom sloZenos$¢u.

1.1 Asimptotske oznake

Matematicka veliko O notacija je korisna za analizu programa, posto obuhvata
asimptotski rast funkcija i ignoriSe konstantne mnozitelje. Konstantni mnozitelji
su ionako van nase kontrole kada prevedemo algoritme u programe.

Mi koristimo sljedece definicije, mada postoje i alternativne:
Neka f,g: N — N.

e g(n) = O(f(n)) akko (3K € R), tako da za dovoljno veliko ny € N za svako
n > ng, (n € N), imamo g(n) < K - f(n)

Primjer 1.1. Za ilustraciju navodimo sljedece jednostavne asimptotske odnose:
(a) (100012 + 100n + 1000) = O(n?)
(b) n? = O(n® — 100n? — 2n)

(c) n* = O(poly(n)), gdje je deg(p) > i, a vodedi koeficijent p(n) je pozitivan.



Veliko O je zapravo Omikron, ali je dovoljno pisati ”O”. Relacija f(n) =
O(g(n)) intuitivno znaci da je funkcija f(n) asimptotski manja ili jednaka funkciji
g(n). Veliko O daje asimptotsko gornje ogranicenje.

Uvodimo i sljedece definicije

e f(n) = Q(g(n)) akko g(n) = O(f(n))

e g(n) = 0(f(n)) akko (g(n) = O(f(n)) i f(n) = O(g(n))
o f(n)=o(g(n)) akko L2 — 0, n — oo

g(n)

e f(n) =w(g(n)) akko % — 00, N — 00

Intuitivno f(n) = Q(g(n)) znaci da je f asimptotski veca ili jednaka g. Veliko
2 daje donje ogranicenje.

Intuitivno g(n) = 6(f(n)) znadi da je f asimptotski jednako g. Dakle, f je
ogranic¢eno odozgo i odozdo sa g. Veliko 6 daje asimptotsku ekvivalentnost.
Zadatak 1.1. Razmotriti sljedece funkcije:

V1, n, 2n, nlogn, n —n3 + >, n? +logn, n? n3,

logn, n'/? +logn, (logn)?, n!, Inn,

10ng loglogn, (1/3)™, (3/2)™.

Grupisati ove funkcije tako da su f(n) i g(n) u istoj grupi akko g(n) = O(f(n)) i
ispisati grupe u rastucecem poretku.

1.2 Hijerarhije sloZenosti algoritama

Prema Ceréovoj (A. Church) tezi, sve $to je intuitivno izratunljivo, izratunljivo
je i algoritamski. Postoji viSe ekvivalentnih formalnih definicija pojma algoritma,
kao Sto su A-racuni, Turingove masine, parcijalno rekurzivne funkcije, normalni
algoritmi Markova. Programski jezici u kojima moze biti implementirana Turin-
gova (A. Turing) masina, nazivaju se Turing kompletni jezici. Uobicajeni program-
ski jezici, na primjer Fortran, Algol 68, Pascal, C, C + +, Java, #C su Turing
kompletni. Iz Turing kompletnosti programskih jezika proizilaze razlic¢ite njihove
osobine. U Dodatku A, na primjeru jezika C'i C' + +, naveli smo interesantnu oso-
binu da u Turing kompletnim jezicima moZemo napisati program koji kao rezultat
generiSe vlastiti kod.

Vremenska slozenost(kompleksnost) algoritma se odredjuje kao asimptotska
slozenost funkcije koja predstavlja "broj koraka" (jedinica vremena) algoritma u
odnosu na duzinu ulaza (ne u odnosu na partikularni ulaz).

Prostorna slozenost algoritma odredjuje se kao asimptotska slozenost funkcije koja
predstavlja prostorne resurse (memoriju) potrebnu algoritmu u odnosu na duZzinu
ulaza.



Razlikujemo worst case (najgori slucaj), best case (najbolji slucaj) i average case
(statisticki sluaj) slozenosti algoritma. Ako prodajemo algoritam, onda saopsta-
vamo najgori slucaj i garantujemo da ¢e algoritam, u zavisnosti od ulaza, raditi
onoliko vremena koliko je predvidjeno u najgorem slucaju, ili bolje od toga. Ako
prodajemo algoritam i karakteriSemo ga najboljim slu¢ajem, onda to predstavlja
varanje kupca, jer ¢e algoritam samo za specijalne ulaze raditi onoliko vremena
koliko je predvidjeno najboljim slu¢ajem, a u ostalim slucajevima ¢e trebati vise
vremena.

Prema sloZenosti algoritmi mogu biti polinomijalni i nepolinomijalni. Me-
dju nepolinomijalnim algoritmima izdvajamo klase potpuno eksponencijalnih i
subeksponencijalnih algoritama (slika 1.1). Algoritam Ccija je slozenost zadata
eksponencijalnom funkcijom (npr. 7' (n) = O(2")), je eksponencijalni algori-
tam. Algoritam c¢ija je slozenost zadata subeksponencijalnom funkcijom (npr.
T(n) = O(n'°8legloen)) je subeksponencijalni algoritam.

Non-feasible (neizvodljivi, nemoguéi) algoritmi

I

Nepolinomijalni algoritmi

T

Potpuno eksponencijalni algoritmi Subeksponencijalni algoritmi

Slika 1.1: Dio hijerarhije neizvodljivih algoritama

Na slici 1.2 predstavljena je Sema klasifikacije problema.

Vidimo da postoje i problemi za koje je dokazano da ne mogu biti rijeSeni
algoritamski. Takav je na primjer halting problem, koji kaze da ne postoji algoritam
koji na ulazu dobiva program P i ulaz In u program P, a na izlazu daje odgovor
DA, ako P zavrSava rad sa ulazom In, a odgovor NFE, ako P ne zavrSava rad
sa ulazom In. Ako je problem algoritamski nerjesiv, to ne znaci da neki njegovi
slu¢ajevi ne mogu biti rijeSeni pogadjanjem. Klasa problema teskih za rjeSavanje
obuhvata nepolinomijalne algoritme. Klasa problema lakih za rjeSavanje, klasa
P (od engleske rijec¢i "polynomial”) obuhvata probleme koji imaju polinomijalnu
slozenost. Nazivamo ih i izvodljivi( eng. Feasible) algoritmi.

Klasa N P (N P su pocetna slova engleske fraze "nondeterministic polynomial")
obuhvata sve P-probleme, a takodje i probleme sa manje izvjesnim statusom: po-
znati su samo algoritmi eksponencijalne slozenosti, ali nije dokazano da za njih
ne postoje algoritmi polinomijalne sloZenosti. Klasu NP ¢ini skup problema koji
mogu biti rijeSeni pomoc¢u nedeterministickih algoritama polinomijalne slozeno-
sti. Pod nedeterministickim algoritmom ovdje podrazumijevamo algoritme koji
se sastoje od dvije etape: etape pogadjanja i etape verifikacije. U prvoj etapi jedno-
stavno pogadjamo rjeSenje, a verifikacija se zasniva na deterministickoj provijeri,
pomocu algoritma polinomijalne slozenosti, da li to rjeSenje zadovoljava uslove
problema.

Detaljnije razmatranje pokazuje da rjeSavanju problema nedeterministickim al-



goritmima nedostaje odredjena simetrija u odnosu na rjeSavanje problema deter-
ministickim algoritmima. Ako se problem X rjeSava pomocu polinomijalnog al-
goritma, tada se i problem —X rjeSava pomocu polinomijalnog algoritma. Stvari
stoje drugacije kada je u pitanju nedeterministicki algoritam. U tom slucaju pome-
nuta simetrija ne postoji uvijek. Na slici 1.2 postoji klasa co-N P-problem, kom-
plementarnih problemima tipa N P. Pri tome presjek klase N P sa klasom co-N P
nije prazan. Na primjer, problem sloZenih brojeva, u kojem pitamo je li prirodan
broj slozen, pripada objema klasama.

Moguce je da za rjeSavanje problema tipa NP postoje deterministi¢ki polino-
mojalni algoritmi, ali do danas problem "jeli P = N P" nije rijeSen, iako usvajamo
P+ NP.

Ako bi jedan problem iz NP mogli rijesiti deterministickim polinomijalnim
algoritmom, to bi i sve ostale probleme iz N P bilo moguce rijeSiti koriste¢i takve
algoritme.

Postoji i tijesna povezanost izmedju N P-kompletnih problema i hipotezom
NP = co-N P. Ako bi postojao N P-kompletan problem takav da bi njegova kom-
plementarna verzija bila tipa NP, tada bi klase NP i co-N P predstavljale istu
klasu problema.

Ovdje ne¢emo razmatrati artimeticke i analiticke hijerarhije slozenosti.

Algoritamski nerjesivi problemi

P-problemi (Lako rjesivi problemi)

Slika 1.2: Klasifikacija problema uz pretpostavku NP # P



1.2.1 Poredjenje algoritama polinomijalne, logaritamske
i eksponencijalne sloZenosti

SloZenost algoritama zavisi od modela komputacije. Dimenzija problema je
mjera ulaznih podataka. Npr. dimenzija problema mnoZenja matrica moze biti naj-
veca dimenzija matrice faktora. Kada govorimo o vremenskoj sloZenosti mislimo
na asimptotsku vremensku sloZenost, a kada govorimo o prostornoj slozenosti mi-
slimo na asimptotsku prostornu slozenost. U sljedecoj tabeli dajemo poredjenje
algoritama razli¢ite sloZenosti prema maksimalnoj dimenziji problema koji mogu
rijesiti u nekim vremenskim intervalima.

Maksimalna dimenzija problema

Algoritam | Vremenska sloZenost 1s 1min 1h

Al n 108 60 - 10° 3.6-10°

A2 nlogy n 62746 | 2801417 | 133378058

A3 n? 1 000 7 745 60 000

A4 n3 100 391 1532

A5 2n 19 25 30

A6 3" 12 16 20

A7 10™ 6 7 9

Tabela 1.1: Poredjenje algoritama prema maksimalnoj dimenziji problema koji
mogu rijesiti u datom vremenskom intervalu

Algoritmi A1 — A4 su polinomijalni, a algoritmi A5 — A7 su eksponencijalni. Iz
tabele se vidi prednost polinomijalnih algoritama.

U sljedecoj tabeli dajemo poredjenje vremena izvodjenja algoritama sa razlici-
tim vremenskim sloZenostima, na problemu iste dimenzije.

Dimenzija problema n
Slozenost 10 20 30 40

n 10-1075s 20-107°%s 30-107°%s 40-107°%s
nlog,n | 33,2-10 0s | 86,410 °s | 147,2-10 Cs | 21,310 s
n? 0,1-103%s | 0,4-10 3 | 0,9-103s | 1,610 5s

n> 1-1073s 8-1073s 27-1075s 64 -1073s

2n 0,001 s 1s 17,9 min 12,7 dana

3n 0,059 s 58,1 m 6,53 g 3 85500¢g
107 2,8h 3171000g | 3,17-10°g | 3,17-10% g

Tabela 1.2: Poredjenje vremena izvodjenja algoritama na raznim dimenzijama pro-
blema (s - sec, m - min, h - sati, g - godine)

Zaklju¢ujemo da povedanjem dimenzije problema eksponencijalni algoritmi
mogu postati neupotrebljivi. Sa obzirom na podatak da se starost planete Zemlje
ocjenjuje na 4,6 - 10° godina, posebno su interesantni rezultati u donjem dijelu
tabele 1.2.



1.2.2 Uticaj povecanja brzine procesora
na brzinu algoritma

Nakon analize rezultata prikazanih u tabelama 1.1 i 1.2 ostaje mogu¢nost da
povecanje brzine procesora moze popraviti kvantitativnu ocjenu slozenosti ekspo-
nencijalnih algoritama u odnosu na slozenost polinomijalnih algoritama. Ipak, kao
Sto je pokazano u tabeli 1.3, algoritmi eksponencijalne sloZzenosti ne mogu na taj
nacin asimptotski do¢i u prednost nad algoritmima polinomijalne sloZenosti.

Dimenzija max problema rjesivog za 1 sat na racunaru
Slozenost | Aktuelnom 10 x brzim 100 x brzim | 1000 x brzim
n nq 10n, 10014 1000n,
nlogyn o 10ns za velikong 25n9 140n,
n? ns 3,16n3 10n5 31,62n;
n> N4 2,15n4 4,63n4 10n4
2m ns ns + 3,32 ns + 6,64 ns + 9,97
3” Ng Neg + 2, 1 ne —|— 4, 19 Ne —|— 6, 29
1" nr ny+1 ny + 2 ny + 3

Tabela 1.3: Pobolj$anje brzine algoritma nakon povecanja brzine procesora

Pitanje: Moze li eksponencijalni algoritam biti bolji od polinomijalnog?
Odgovor: Iz kvantitativnih ocjena u tabelama slijedi da asimptotski to nije mo-
guce. Ali, ako su problemi koje rjeSavamo, ogranicene dimenzije, onda je to mo-
guce. Za ilustraciju razmotrimo algoritme date tabelom 1.4.

Algoritam | Al A2 A3 | A4 | AS
Slozenost | 100n | 100nlogn | 10n% | n? | 27

Tabela 1.4: Neki polinomijalni i eksponencijalni algoritmi na problemima ograni-
¢ene dimenzije

Nije tesko izracunati da:

A5 je najboljiza 2 < n < 9;

A3 je najbolji za 10 < n < 58;
A2 je najbolji za 59 < n < 1024;
A1 je najbolji za n > 1024.

1.3 Najgori slucaj (Worst case), najbolji slucaj
(best case) i srednji slucaj (average case)
slozenosti algoritama

Mi se najce$ce koncentriSemo na nalaZenje worst case (najgori sluc¢aj) vremena
izvodjenja algoritama. Za ovakav pristup imamo najmanje tri razloga:



(a) Worst case vrijeme izvodjenja je gornja granica vremena izvodjenja za svaki
ulaz. Znanje te granice garantuje da algoritam nece nikada raditi duze, $to
nam je u praksi vazno.

(b) Neki algoritmi Cesto rade u worst case vremenu. Npr. kod traZenja u bazi
podataka neke partikularne informacije, algoritam pretrazivanja ¢e raditi u
worst case vremenu, ako ta informacija ne postoji u bazi. Pri tome je traZenje
nepostojece informacije Cest slucaj.

(c) Average case (statisticka sloZenost, matematicko ocekivanje) je Cesto lose
kao i worst case. Npr. kod sortiranja umetanjem (insert sort) average case
je O(n?), kao i worst case. Kod nekih drugih algoritama, na primjer Quick
Sort-a to nije slucaj. Average case slozenost ili ocekivano vrijeme za jedan

n

algoritam je T'(n) = > p;T(i), gdje je p; vierovatnoca slozenosti 7'().
=1

Primjer 1.2. Razmotrimo tri vrste sloZenosti na primjeru insert sort-a skupa od n
elemenata.

1. Worst case slozenost se desava ako elemenat koji umeéemo, na svakom ko-
raku moramo porediti sa svim do tada umetnutim elementima, da bi dosao na
ispravno mjesto. To znali da imamo nula, pa jedno, pa dva poredjenja i na
kraju n — 1 poredjenja. Odatle slijedi da je

T(n)=0+1+..+(n—1)=0(n?.

2. Best case slozenost. Ako u svakom koraku element koji umeéemo dolazi na svoje
mjesto jednim poredjenjem, onda imamo
n—1

T(n)=0+1+4..+1=Y i=n—1=0(n).
=0

3. Da nadjemo average case slozenost dokazaéemo lemu o inverzijama liste.
Lema 1.1. Prosjean broj inverzija u jednom nizu od n elemenata je w.
Dokaz. Posmatrajmo listu L i njen reverz L,.. Na primjer, L = (8,34, 64, 51, 32,21),
L, = (21,32,51,64, 34,8). Elementi (x,y) prave inverziju ako je y > z. Ta¢no u
jednoj L ili L, je (x,y) inverzija, a odatle slijedi da je broj inverzija I = %. O

Teorema 1.1. Average case slogenost za insert sort je T(n) = O(n?).

Dokaz. Svaki korak u sortiranju elimini$e samo jednu inverziju. 0
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1.4 Dizajn i analiza sloZenosti nekih
karakteristi¢nih algoritama

Opisa¢emo nekoliko elementarnih algoritama i pokazati nalazenje vremenske
slozenosti tih algoritama.

1.4.1 Racionalizacija mnozenja velikog
broja kompleksnih brojeva

Mnozenje kompleksnih brojeva (a u odnosu na polje realnih brojeva) moze se
posmatrati kao izra¢unavanje izraza ac—bd i ad + be tako da je (a,b)- (¢, d) = (ac—
bd, ad + bc). U ovom slucaju imamo Cetiri mnoZenja i dva sabiranja/oduzimanja
(+/-). Slozenost algoritama je T'(n) = O(n?). Do brzeg algoritma dolazimo ako
za kompleksne brojeve (a,b) i (¢, d) izracunamo:

1. (a+Db)-(c+d) =ac+ ad+ be+ bd;
2. a-c
3. b-d.

Proizvod dobijamo po $emi (2—3,1 —2—3). Dakle, kada od druge veze oduzmemo
trecu, dobivamo c¢lan ac — bd, a kada od prve veze oduzmemo drugu i tre¢u vezu,
dobivamo ¢lan ad + be. Ukupno imamo tri mnoZenja i pet sabiranja/oduzimanja.
Moze se pokazati da je dobijeni algoritam brzi. Takodje se moze dokazati da su tri
mnoZenja neophodna i dovoljna. Intuitivno, posto je u veéini domena racunanja
mnoZzenje skuplja operacija od sabiranja/oduzimanja, smanjenjem broja mnozenja
povecavamo brzinu algoritma.

1.4.2 Hornerova Sema. Kompleksnost izracunavanja
vrijednosti polinoma

Posmatramo izracunavanje vrijednosti polinoma
—1
p(z) = anx” + an—12" 7 + ...+ a1z + ag

u tacki X. Ulaz se zadaje koeficijentima, stepenom polinoma i tactkom u kojoj se
trazi vrijednost, respektivno:

ap, A1, A2y ..., Ap—1, An, X.

Na izlazu treba dati vrijednost polinoma p(X).
Pravilo Hornera. Prema pravilu Hornera polinome mozemo predstaviti u sljede-
¢em obliku:

1. a1z +ag,zan=1

2. (agx+a1)xr +ag,zan =2
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3. ((asz + az2)x + a1)x + ag, zan = 3, itd.

Uopste
ap + zlar + zlag + ...+ apz] .. ]

Za izratunavanje p(x) po Hornerovoj Semi, trebamo n operacija mnoZenja i n
operacija sabiranja. Moze se pokazati da u modelu sekvencijalnih programa (to
jest, programa bez petlji) Hornerova Sema daje optimalan algoritam (u odnosu
na broj operacija sabiranja i mnozenja) za izracunavanje vrijednosti polinoma u
datoj tacki X. Koristec¢i preprocesiranje koeficijenata moze se dobiti algoritam koji
evaluira polinome bolje nego Hornerova Sema.

Dokazi optimalnosti broja operacija za mnoZzenje kompleksnih brojeva i za eva-
luaciju polinoma po Hornerovoj Semi zahtijevaju detaljnu analizu ra¢unanja nad
poljima brojeva. MnoZenje kompleksnih brojeva i evaluacija polinoma obi¢no se
predstave preko mnozenja matrica, pa se onda metodama linearne algebre izvode
donja ogranicenja za broj potrebnih operacija. Interesantno je da je za mnoZenje
matrica nad nekomutativnim prstenom potrebno manje operacija nego za mnoze-
nje nad komutativnim prstenom ili poljem.

1.4.3 Elementarne metode sortiranja:
bubble sort (sortiranje mjehuri¢ima),
selection sort (sortiranje izabiranjem)
i insert sort (sortiranje umetanjem)

Neka je niz koji treba sortirati sastavljen od afi] € S, i = 1,2, ..., n, pri ¢emu je
S linearno uredjen skup. Sortiramo u rastuéem poretku.

Bubble sort (sortiranje mjehuri¢ima)

Poredimo
aljlsaalj+1),j=1,2,...,n—1,i=1,2,...,n—1.

Ukoliko je
alj] > alj +1]

tada elementima razmejnjujemo mjesta. Na taj nacin ¢e u prvom prolazu najveci
element doc¢i na zadnje mjesto. U drugom prolazu ¢e drugi po veli¢ini element
dod¢i na pretposljednje mjesto itd. U i-tom prolazu dovodimo i-ti element na od-
govarajuce mjesto. Nakon nekog broja prolaza, najvise n — 1, svi ¢e elementi biti
sortirani. Napominjemo da uvodjenjem indikatora(zastavice) mozemo uciniti da
algoritam prekine rad ¢im su brojevi sortirani. Naime, ¢im u nekom prolazu nema
izmjena postavljamo indikator na 1, a onda izlazimo iz petlje, jer je provjera indi-
katora postavljena u uslovu petlje.

Implementaciju sortiranja mjehuri¢ima dajemo u sljede¢em C' + + programu.
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template <classT>
void sort(T*a, int n)
{
for(int i=1;i<n;i++)

for(int j=1;j<=n—i;j++)

if(a[j—1l<al[j]) swap(alj—1],alj1);

//invarijanta: i—ti po velicini elementi
//su na ispravnom mjestu

i

Worst case slozenost:

T(n):(n—1)+(n—2)+...+1=w:O(nQ)
je broj poredjenja koje trebe napraviti u najgorem slucaju. Tu je n — 1 broj pore-
djenja da se u najgorem slucaju najveci elemenat dovede na zadnje mjesto, n — 2
broj poredjenja da se drugi po veli¢ini elemenat dovede na predzadnje mjesto, i
tako dalje. Ako uzmemo da se jedno poredjenje izvodi u jedinici vremena, onda
govorimo o vremenskoj sloZenosti algoritma.

Insertion sort (sortiranje umetanjem)

Na prvo mjesto dovodimo proizvoljan element niza a[]. Iz ostatka niza uzi-
mamo proizvoljno elemenat i dovodimo ga na prvo mejsto niza ako je manji od
elementa koji tamo ve¢ stoji, ili na drugo mjesto, u suprotnom. Zatim iz ostatka
niza uzimamo neki element i poredimo ga sa drugim i prvim elementom, i umet-
nemo ga na mjesto tako da prva tri elementa budu uredjeni u rastuéem poretku,
i tako dalje, dok ne uredimo svih n elemenata niza. Postupak je slican slaganju
karata u igri remi.

U sljede¢em programu dajemo implementaciju sorta umetanjem u C++ jeziku.

template <classT>
void sort( T *a, int n)

{
for(int i=1;i<n;i++)
{
T temp=alil];
for(int j=i;j>0 && a[j—il>temp;j—)
aljl=alj—11;
a[jl=temp;
//Invarijanta: a[0]<=a[l] <=..<=a[i]
}
¥

Worst case kompleksnost je
T(n)=1+2+ ...+ (n—1)=0(n?,

jer za dvoclani niz imamo jedno poredjenje, za troc¢lani dva poredjenja... i za n-ti
¢lan, zavrs$ni niz, imamo n — 1 poredjenja. Uopste, i-ti element se dovodi na pravo
mjesto u i-tom nizu, koriste¢i u najgorem slucaju (i — 1) poredjenja.
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Selection sort (sortiranje izabiranjem)

U prvom krugu se na prvo mjesto niza a[]| dovodi najmanji element niza. U
drugom krugu se na drugo mjesto dovodi najmanji element iz ostatka niza, itd.
Sljedeti program predstavlja implementaciju sorta izborom u C' + + jeziku.

template <classT>
void sort( T xa, int n)
{for(int i=0;i<n—-1;i++)
{int min=i
for(int j=i+1;j<n;j++)
if (al[jl<a[min]) min =j;
//Invarijanta: a[min]<=a[j] za i<=j<n
swap(a[min], al[il]);

}

Worst case sloZenost se dobiva po obrascu
T(n)=nm—-1)+(n—2)+..+1=0(n?,

gdje je (n — 1) broj poredjenja da se od n brojeva izabere najmanji, (n — 2) broj
poredjenja da se iz n — 1 brojeva izabere najmaniji, ..., 1 broj poredjenja da se u
nizu od dva preostala elementa izabere manji.

1.4.4 Algoritam za nalazenje drugog elementa u nizu
i razvoj algoritama efektivnog sortiranja

Dajemo primjer za nalazenje prvog i drugog po veli¢ini elementa niza u n +
log, n — const koraka. Sa slike 1.3 vidimo da prvi element biramo u n — 1 koraka
(poredjenja), jer u svakom ¢voru drveta imamo rezultat nekog poredjenja, pa je
broj potrebnih poredjenja jednak broju ¢vorova drveta.

Kandidati za drugi po velic¢ini element su oni koji su izgubili od najveéeg kan-
didata. Na svakom nivou drveta je po jedan takav element, pa je zbog toga njihov
broj jednak visini drveta, dakle log, n. Na slici 1.3 smo takve brojeve oznadili
pravougaonikom.

Dakle, prvi i drugi element niza mozemo izabrati u (n—1)+ (log, n—1) koraka.

Na osnovu opisanog postupka pokusaéemo razviti ideju za sortiranje niza u
vremenu koje je bolje od O(n?), u najgorem sluaju. Nadjemo najveéi element
niza i stavimo ga prvo mjesto u novom nizu. Nadjemo drugi po veli¢ini element
u nizu i stavimo ga na drugo mjesto, itd. U najgorem slucaju, ovaj algoritam ima
sloZenost

T(n)=n+(n—1)+..+1=0(n?.

Medjutim, ako algoritam poboljsamo tako da na svakom koraku pamtimo ko je
sve izgubio od prethodno izabranih elementa, kao u gore opisanoj metodi za izbor
drugog po veli¢ini elementa, dobi¢emo slozenost

T(n)=m—1)+1logyn+...+logyn=0(nlogn)
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Slika 1.3: Pronalazenje prvog i drugog po veli¢ini elementa niza

u najgorem slucaju.
U ovom algoritmu smo poboljsali vrijeme izvodjenja (smanjili broj poredjenja
elemenata) na racun memorije za pamcenje elemenata.

1.5 Metoda programiranja podijeli i vladaj.
Dizajn i analiza slozenosti rekurzivnih
algoritama

Rekurzivno programiranje zasniva se na mogucnosti da metoda moze pozvati
samu sebe za manje vrijednosti argumenata. Da nebi do$lo do protivrje¢nosti, pri
dizajniranju rekurzivnog programa moraju se zadovoljiti tri osnovna pravila.

e Rekurzija ima osnovni slucaj, koji ukljucujemo da bi program mogao zavrsiti
izvodjenje.

e Rekurzivni pozivi pozivaju podproblem, koji u nekom smislu mora biti manji
od problema u metodi koja poziva, tako da rekurzivni pozivi konvergiraju ka
osnovnom slucaju.

e Pozvani podproblemi se ne smiju preklapati.

Prije ocjenjivanja slozenosti rekurzivnih algoritama vodimo ra¢una o nekoliko
koraka, koje navodimo i komentariSemo u sljedecem spisku. Ovi koraci nisu neza-
visni i ne izvode se linearno, ve¢ se sa svakog koraka mozemo vratiti na neki od
prethodnih koraka u cilju poboljsanja algoritma.

1. Definisati model komputacije. Ako racunamo u formalizmima kao $to su
rekurzivne funkcije, masine Turinga, A—racuni, algoritmi Markova ili RAM
(Random Access Machine), a pri tome radimo nad istim domenom, tada ce
se ocjene uglavnom razlikovati u konstantama, §to se ne odrazava na for-
mule sloZenosti u O simbolici. Ako model racunanja biramo izmedju deter-
ministickih, nedeterminnistickih, alterniraju¢ih, paralelnih, stohastickih ili
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neuniformnih modela, onda se ocjene mogu kvantitativno razlikovati. Tako-
dje, nad razlicitim domenima, na primjer, polje, komutativni prsten, neko-
mutativni prsten, mozemo dobiti kvantitativno razli¢ite ocjene slozenosti.

2. Definisati formate podataka ulaza i izlaza. Formati podataka su uslovljeni
domenom racunanja.

3. Definisati COST funkciju. Koriste se analiticke tehnike koje su identi¢ne teh-
nikama za analizu vremena izvodjenja programa. U oba slucaja brojimo
koliko ¢e puta biti izvedene neke osnovne operacije. Osnovne operacije iz-
dvajamo nakon $to napravimo cost model. Cost model daje mogucnost da
smanjimo vremensku sloZzenost na ra¢un prostorne sloZenosti i obrnuto.

4. Pridruziti duzine ulazima

Funkcija slozenosti problema se odnosi na duzinu inputa i pri tome ne na par-
tikularan input. Poku$avamo naci gornju i donju granicu problema. Ako problem
ima gornju granicu O(f(n)) to znaci da postoji algoritam A za problem i O(f(n))
je slozenost od A.

Intuitivno, algoritam je jedan potpuno specifikovan niz koraka koji uvijek daje ko-
rektan odgovor. Sa druge strane, heuristika dozvoljava na nekim inputima greske,
ali na veéini inputa ne.

1.5.1 Podijeli i vladaj tehnika (ili rekurzivna tehnika)
rjeSavanja problema.

Na slici 1.4 ilustrujemo rjeSavanje problema tehnikom "podijeli i vladaj" (" di-
vide and conquer"). Abstrahujuéi od nebitnih detalja izvrSimo uprosé¢avanje ulaza
u problem. Zatim problem podijelimo nad podprobleme Py, P, ..., P, i nadjemo
rekurzivno njihova rjeSenja Ry, Ra, ..., Ry, respektivno. Sljedecéa etapa je racuna-
nje odgovora iz tih rjeSenja i davanje izlaza.

Rjesenje 1
. \ Izracunavanje
Ulaz Rjesenje 2 odgovora Izlaz
— pfSimplifikacija iz |
Input o rjesenja Output
.
.
Rjesenje b

Slika 1.4: Divide and conquer tehnika

Svaki od b problema dobija 2 duZinu inputa od duZine ulaza n. Analiza kom-
pleksnosti takvog algoritma daje sljede¢u rekurentnu formulu
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T(n) =

{ WI(2)+nd, n>1 (1.1)

1, n=1

Prema slici 1.4 jasno je kako dobivamo ¢lan b7'(%). Clan n dobivamo iz za-
htjeva da izracunavanje odgovora iz rjeSenja bude polinomijalno.

Rjesenje dobivene rekurentne jednatine traZi¢emo u obliku 7'(n) = O(n/"(®t:9),

Prema jednacini 1.1 dobivamo

T(n) =n? +0[(2)? +0[(H)! +b-T(H)]-

Uslov zaustavljanja razlaganja nalazimo iz 7; = 1, odakle je i = log,n.

Slijedi da je T'(n) = n? + b(2)? + b*(4)4 + 03(&) + ...+ b/ (Z)d =n?1 + L +
(z)® + (&) + o+ ()]

Mi razlikujemo izmedju b7cd(< log, b?d), pri cemu je ? € {=, <,>}. Sumira-
juéi odgovarajudi red, nalazimo sljedeca tri slucaja:

1. log, b =d = T(n) = O(n%log,.n)
2. log, b < d=T(n)=0(n?)

3. log.b > d = T(n) = O(n(L)%") = O(n' ) = O(nlose?), jer je
blogC n _ blogC blog, n

Izraz log, b nazivamo eksponent rekurzije, a d nazivamo direktni eksponent.

Zadatak 1.2. Ponoviti gore navedenu analizu ako je ulaz podijeljen na jedan problem
d

sa duginom % i jedan problem sa duginom %” Prelaznu sloZenost uzeti n®.
Formule 1,2, 13 ¢emo zvati Glavni argument rekurzije. Posto ove formule

predstavljaju rjeSenje rekurentne jednacine 1.1, lako ih mozemo primijeniti u spe-

cijalnim slucajevima rekurzije. Primjene ilustrujemo primjerima koji slijede.

1.5.2 Binarno pretraZivanje: nalaZzenje zadatog elementa
u uredjenom nizu brojeva za vrijeme O(logn)

Dat je sortiran niz od n brojeva. Treba nadi clan niza jednak zadatom elementu
z. Dajemo sljededi algoritam.

Biramo u nizu clan az.

Ako je an = x, tada Stop.

Ako je az < r, ostaje da se pretrazi samo desna polovina,

a ako je an > z, ostaje da se pretraZzi samo lijeva polovina.

Slozenost u najgorem slucaju je 7'(n) = 1-T(%) + n, jer razmatramo samo
jedan podproblem (lijevi ili desni), a razmatrani podproblem dobiva ulaz n/2. Na
kraju dolazimo do trazenog elementa ili do odgovora da elemenat ne postoji u
nizu, u n° koraka.

Dakle, na osnovu formule 1.1 imamo d = 0,b = 1,¢ = 2, §to daje log, b =
log, 1 = 0 = d, pa treba koristiti formulu 1. Glavnog argumenta rekurzije iz 1.5.1.
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Prema toj formuli slijedi da je slozenost algoritma binarnog pretrazivanja
T(n) = O(logn).
Implementacija algoritma binarnog pretrazivanja u C++
(a) Rekurzivna procedura
Dajemo rekurzivnu proceduru za rjeSavanje problema. Ako je = u nizu a[] tada ce
procedura vratiti njegovu lokaciju, a inace ce biti vrac¢eno -1.

int find (float xa, int start, int stop, float x)

{
if (start>stop) return —1;
int mid=(start+stop)/2;
if (x==a[mid] return mid);
if (x<a[mid] return find(a,start ,mid—1,x);
if (x>a[mid] return find (a,mid+1,stop,x);
}

Dajemo testni program za proceduru find
int main()
{float a[]={11.1, 22.2,33.3,44.4,55.5,66.6,77.7,88.8};
int k=find(a,0,8,66.6);
cout<<"k=" <<k<<end;
k=find (a,0,8,50);
cout<<"k=" <<k<<end;}

(b) Iterativna procedura
Dajemo iterativnu proceduru koja daje isti efekat kao i gore navedena rekurzivna
procedura.

template <class T>
int find (constTxa, int begin, int end, const T & target)
{int lo=begin; int hi=end—1;
while (lo<=hi){
int mid=(lo+hi)/2;//Na\’{c}i sredinu.
if (a[mid]==target)return mid; //Nadjen!
if (a[mid]>target) hi=mid—1;//Tra\v{z}i u lijevoj polovini.
else lo=mid+1l //Tra\v{z}i u desnoj polovini.
}
return end;

i

Testni program bi se napravio slicno kao u slucaju (a).

1.5.3 Efektivho mnoZenje dugih cijelih
brojeva u vremenu O(n'*?)

Razmotrimo mnoZenje dva n-bitna binarna broja. Tradicionalni metod treba
T(n) = O(n?) operacija nad bitovima. U metodu koji izlazemo dovoljno je T'(n) =
O(n'-%?) operacija nad bitovima. Razbijemo z i y na dva jednaka dijela kao na slici
1.5.
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Y= c d

Slika 1.5: Razbijanje brojeva na po dva dijela

Ako svaki od tih dijelova posmatramo kao F-cifreni binarni broj, onda mozemo
predstaviti mnoZenje z i y u obliku zy = (a-22 +b)(c-2% +d) = ac-2" + (ad +
be) - 2% + bd.

Odavde slijedi da proizvod mozZemo izra¢unati pomocu programa

{

u = (at+b)*(c+d);

vV = axc;

w = bxd;

z = vi2™n + (u—v-w)*2"{n/2} + w;
}

Prema formuli 1.1 za slozenost programa slijedi daje b = 3, ¢ = 2id = 1, jer
sada imamo 3 mnoZenja binarnih brojeva duzine n/2, a onda rjeSenje sastavljamo
u n' koraka, pa je T'(n) = 3T(%) + n. Posto je log, b = log, 3 > 1, koristimo slucaj
3. Glavnog argumenta rekurzije i za vremensku slozenost mnozenja dva binarna
broja dobivamo T'(n) = O(n'-%?). MoZe se pokazati da nad proizvoljnim poljem
treba najmanje tri operacije mnozenja da bi se sracunao proizvod dva duga broja.
Najbolji poznati algoritam ima slozenost O(n log n loglogn).

1.5.4 Efektivho mnoZenje matrica u vremenu O(n*%!)

Neka su A i B dvije (n x n) matrice. Bez umanjenja opstosti mozemo smatrati
da je n stepen broja 2, zbog toga $to dopunjavanje matrice nulama nece kvalita-
tivno uticati na funkciju sloZenosti.

Svaku matricu A i B moZemo razbiti na Cetiri matrice i preko njih izraziti
proizvod matrica A i B:

{Au Au] [311 312}[011 Cu]
Aoy Asxx| |Bor B Cia Co

gde je

C11 = A11B11 + A19Bs1, C1o = A11B12 + A19Boo,

Co1 = A1 Biy + A Bay, Cop = A1 Bia + A2 By
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Ako se C;; izrac¢unava pomo¢u m mnoZenja i a sabiranja/oduzimanja, tada
2

rekurzivno primenjujuci gornji algoritam dobivamo 7'(n) < mT'(5)+ %, n>2,
gde je n stepen dvojke.

Obi¢an metod mnoZenja matrica ima sloZenost 7'(n) = O(n?). Na§ rekurzivni
metod ima 8 mnozenja () i 4 sabiranja (+), a za sastavljanje rjeSenja treba n?
operacija. To daje T'(n) = 8T'(%) + n?. Posto je log,.b = log, 8 = 3 > d = 2, prema
slu¢aju 3 Glavnog argumenta rekurzije slijedi da je T'(n) = O(n'°8:?) = O(n?). Da-
kle, ako na ovaj nacin primijenimo tehniku podijeli i vladaj, onda necemo ostvariti
napredak u odnosu na uobicajeni na¢in mnoZenja matrica.

V. Strasen (vidi [29]) je napravio svojevrsno iznenadjenje kada je nasao metod
mnozenja matrica nad proizvoljnim prstenom u kojem je dovoljno sedam mnoze-
nja, pa je poboljsao vremensku sloZzenost mnoZenja matrica.

Na pocetku se formiraju proizvodi blokova matrica.

my = (A2 — A22)(Ba1 + Ba))

mo = (A11 + A22)(Bi1 + Baa)

mg = (A1 — A21)(Bi1 + Bi2)

my = (A11 + A12)Bao

ms = A11(Bi2 — Bag)

me = Agz(B21 — Bi1)

my = (A21 + Aa2) By

Zatim se izracuna

Ci1 = my + mg — my + mg,

Ciz = my + ms,

Co1 = mg +my,

022 = Mg — M3+ MmMms — Mry.

Prema formuli 1.1 imamo T'(n) = 77(%) + 18n?. Prema Glavnom argumentu

rekurzije dobivamo T'(n) = O(n'°%27) = O(n?3!), §to je bolje od klasi¢nog algo-
ritma.
Napomena. Neki poku$avaju popraviti algoritam tako $to startuju sa 3 x 3 bloko-
vima matrica. Tada je T'(n) = 2T'(%)+O(n?) i treba naci x(tj. broj mnoZenja) tako
da bude log; x < 2.81. Za x = 27 jednostavno je f(n) = O(n'°2:%7) = O(n?). Za
r = 24 je nadjeno f(n) = O(n!°#s24) > 2.81, §to je loSije od algoritma Strassena.

D. Coopersmith i Sh. Winograd (vidi [8]) su 1972.¢. nasli algoritam koji mnozi
matrice n x n u vremenu O(n?375). Do 2010. g. njihov algoritam je bio najbrzi po-
znati. U 2010.¢. A. Stothers (vidi [28]) je dao algoritam koji radi u vremenu
O(n?3™), a 2011.g. V. Williams (vidi [30]) je popravila granicu algoritma na
O(n237). U praksi se ipak najée$ée koristi Strasenov algoritam, jer su ostali al-
goritmi teski za implementaciju.

Zadatak 1.3. Koriste¢i metode linearne algebre pokusajte rekonstruisati nacin na
koji je Strassen dosao do gore navedenih sedam formula za mnogenje 2 x 2 matrica.

Zadatak 1.4. Dokazati

(a) Proizvod dvije n x n kvadratne matrice zahtijeva najmanje O(n?) koraka.
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(b) Sest mnozenja nije dovoljno za nalaenje proizvoda dvije 2 x 2 matrice, nad
proizvoljnim prstenom, Strasenovim postupkom. [Ako bi Sest mnogenja bilo
dovoljno, onda bi kompleksnost mnozenja matrica, nad proizvoljnim prstenom,
bila T(n) = O(n'°826) = O(n?9)].

1.5.5 Slozenost drugih operacija sa matricama

U ovom dijelu ¢emo vidjeti da neke operacije nad matricama, kao $to su LU P
dekompozicija, inverzija matrica, racunanje determinante, mogu da se svedu na
mnozenje matrica , a onda se mogu izvesti isto tako brzo kao i mnozenje matrica.
Mnozenje matrica je svodljivo na inverziju matrica, pa svaki napredak u poboljsa-
nju algoritama u jednoj oblasti, povla¢i odgovarajuée poboljSanje u drugoj oblasti.
Na kraju odjeljka ¢emo pokazati da postoje algoritmi za mnozenje Booleovih ma-
trica kojima je slozenost manja od O(n?).

LU P dekompozicija matrica

Iz linearne algebre je poznato da nesingularna matrica A moze da se piSe u obliku
A = LUP. Pri tome je L donja trouglasta matrica, U je gornja trouglasta matrica,
sa jedinicama na dijagonali, a P je permutaciona matrica. Kazemo da matrica A
ima LU P dekompoziciju.

Tvrdnja. LU P dekompozicija nesingularne, n x n matrice moze, da se izvede u
vremenu O(n?31).

Dokaz. Za dokaz vidjeti knjigu [9]. O

Rjesavanje sistema linearnih jednacina

Efektivne metode rjeSavanja sistema linearnih jednacina koriste metod LU P. Ako
je sistem zadat jedna¢inom Axr = b i ako je A = LUP, tada moZemo pisati
LU(Pzx) = b. Stavljaju¢i Px = y, Uy = z i Lz = b, nalazimo da rjeSavanje zahti-
jeva O(n?) vrijeme. Kada je nadjeno z, onda rjeSavanje Uy = z zahtijeva O(n?)
vrijeme, a rjeSavanje Pz = y jo§ O(n). Zajedno sa vremenom O(n?81), potrebnim
za nalaZenje LU P dekompozicije, to daje ukupno vrijeme 7'(n) = O(n?8!) potre-
bno za rjeSavanje sistema linearnih jednacina.

Invertovanje matrica
Prvo razmotrimo invertovanje trougaone matrice

=[25]

Tvrdnja.
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Dokaz.
1 | I 0O
a=]1 0] g

SloZenost je T'(n) = 2T'(%) + ©(n*®!), pa kona¢no dobivamo T'(n) = O(n*®!
U slucaju proizvoljne, nesingularne matrice imamo A = LUP = A~

P~U-'L~1. Za nalaZenje P~1, U1 i L=! sloZenost je O(n?), O(n?3!) i O(n*3!)

respektivno. Odatle slijedi da je ukupna slozenost T'(n) = O(n?-3!).

Tvrdnja Matri¢no mnoZenje nije teze od invertovanja.

Dokaz. Neka su date matrice A i B, tipa n X n. Zelimo naéi matricu AB. Lako je

provjeriti da je

)1.

I A0 I -A AB

0 I B =10 I -B

0 0 I 0 0 I
Odavde vidimo da se proizvod matrica tipa n x n moze dobiti invertovanjem ma-
trice tipa 3n x 3n. To dokazuje nasu tvrdnju. O
Determinante

Posto je det(A) = det(L)det(U)det(P), onda je slozenost O(n?8!) za LUP de-
kompoziciju, plus sloZenost za postprocesiranje O(n). Ukupna slozenost je T'(n) =
O(n2.81).

Zadatak 1.5. Posmatrajmo A, B kao matrice reda n x n sa k—Dbitnim cijelim ele-
mentima. Sta je najveci, prolazni rezultat koji e biti memorisan negdje u rekurziji u
algoritmu Strasena? (Nac¢i dobru granicu). Nadi najbolju granicu koju moZzete.

MnoZenje Booleovih matrica

Strasenov algoritam zahtijeva operacije sabiranja (+), oduzimanja (—) i mnoZenja
(). Standardni algoritam moZe se primijeniti i tamo gdje operacija oduzimanja
(—) nije definisana, na primjer sa Booleovim operacijama.

Ako posmatramo Booleovu strukturu kao semi-prsten (sa 1 + 1 = 1), onda
se moZe pokazati da je mnozenje dvije Booleove matrice ekvivalentno racunanju
tranzitivnog zatvaranja grafa. Na zalost, zatvoreni semi-prsten nad {0,1} nije
prsten, pa se Strasenov algoritam ne moze direktno primijeniti na mnoZenje dvije
Booleove matrice.

Nad {0, 1} mozemo napraviti polje GF(2), sa jedinstvenim inverznim elemen-
tom,sa0+0=0,0+1=140=11i141 = 0. Strukturu GF(2) ne moZemo
koristiti direktno pri mnoZenju matrica. Kako onda izvesti mnozenje Booleovih
matrica A = [al—j], B= [bij]; aij,bl—j € {0, 1}, 1,] € {1, e ,n}7

MnoZenje
n

C = A . B = [Cij]acij = \/(a,;k A bkj)
k=1

se moZe izvesti na uobicajeni na¢in sa O(n?) operacija V i A. Ne moZe se direktno
primijeniti Strasenov algoritam jer nemamo strukturu prstena. Problem se moze
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prevazi¢i tako $to ulozimo Booleovu strukturu u cijele brojeve mod (n + 1), pri-
mijenimo Strasenov algoritam za mnoZenje AB kao cijelih, a onda u rezultatu
zamijenimo svaki ne-nula cijeli broj jedinicom, a nule nulama. Lako je provjeriti
da je dobiveni rezultat korektan. Ako je n + 1 prost broj, tada cijeli po modulu
n + 1 Cine polje. Inace, ¢ine prsten.

Najbolja poznata vremenska sloZenost algoritma je

T(n) = O(n?8') - O(logn - loglogn - log log log n),

a odatle
T(n) = O(n*%" -logn - loglogn - logloglogn),

jer je najbolja poznata sloZenost za mnozenje k—bitnih brojeva
O(k -logk - loglog k).

Umjesto modula n + 1, moZe se Koristiti modul po ¢ =2-3-5-7-11 > n, a
onda koristimo modul posebno za svaki od ovih manjih.
SloZenost najboljeg poznatog deterministickog algoritma je

O(n*® -logn - logloglogn - loglogloglog n).
Sada ¢emo probati izracunati A - B = C, nad A, V, tako Sto ¢emo staviti

C\/ (BAR;)

pri cemu se proizvod (-) racuna mod 2 (nad GF(2)), a R; je slucajna Booleova
matrica u kojoj nule ostaju nule, a jedinice postaju nule sa vjerovatno¢om ;.. Moze
se dokazati tvrdnja da je sa velikom vjerovatnocom rezultat C' korektan.

Zadatak 1.6. Analizirati vjerovatnocu da je C korektna matrica kao funkciju od n i
broja sluéajnih matrica. .

Najbolji poznati stohasticki algoritam za mnoZenje dvije Booleove matrice reda
n x n ima slozenost T'(n) = O(n?8! logn).

Osnovne pojmove o primjeni stohastickih modela u teoriji algoritama opisali
smo u dodatku A.2.

Zadatak 1.7. Opravdati broj ponavljanja O(logn) za dobivanje vjerovatnoce ispod
Zeljene konstante.

1.6 NalaZenje k-tog elementa
u linearnom vremenu
Linearnim pretrazivanjem nalazimo minimum ili maksimum niza u vremenu

O(n). Moze se pokazati da je minimalan broj potrebnih poredjenja za nalaZenje
minimuma ili maksimuma niza jednak [%rﬂ — 2. Opésti problem nalazenja k—tog
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po veli¢ini elementa niza smo rijesili ranije u vremenu n + k log, n. Ako k—ti ele-
menat niza S trazimo tako da prethodno sortiramo niz S, onda nam u najgorem
slucaju treba n log n poredjenja. Problem nalaZenja k—tog elementa niza znacajno
se razlikuje od problema sortiranja, pa se moze ocekivati bolji algoritam. U radu
Blum M. et al. [5], prikazan je algoritam koji teorijski ima sloZenost 5n, ako se
broje samo poredjenja. U radu Schonhage A. et al. [25], autori su konstruisali
algoritam koji ima sloZenost 3n. Oba algoritma se neuobic¢ajeno komplikovano za-
pisuju u jezicima programiranja. Zbog toga koristimo algoritam koji na svakom
koraku odredjuje takav elemenat e koji omogucuje da se na svakom koraku du-
zZina niza smanji najmanje za n/4 i da se dobije T'(n) = O(n) u najgorem slucaju.
Ideju tog algoritma prikazujemo sljede¢im pseudokodom i slikom (1.6).
int function IZBOR(k, S) :

—_

if | S |< 50 then {

urediti S;

return k—ti najmanji element iz S }; else

{ Razbiti S na || S| /5] nizova po 5 elemenata u svakom nizu
pri Cemu cCe ostati najviSe 4 neiskoriStena elementa niza;
urediti svaki petoelementni niz;

neka je M niz medijana tih petoelementnih nizova;

m = I1ZBOR([| M | /2], M);

© ® N o 90 & Wb

Neka su Si, S5, S3 - skupovi elemenata manjih, jednakih, veé¢ih od m, re-
spektivno;

10. if | Sy |> k then return IZBOR(k, S;); else
11. if (| S1 | + | S2 |> k) then return m; else

12. return IZBOR(]{— | S ‘ — ‘ So |,53).

Slika 1.6: NalaZenje k-tog elementa u linearnom vremenu

Iz analize navedenog koda zakljucujemo
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T(n) = cn, n < 49
T T(2)+ T + en, n = 50

T(%) trebamo za IZBOR([%] ,M). Zatim u najgorem slucaju ne treba raz-
matrati % elemenata u donjoj lijevoj Cetvrtini, ili u gornjoj desnoj Cetvrtini, pa tre-
bamo 7'(%). Za manipulisanje kona¢nim skupovima, po pet elemenata, trebamo

linearan broj koraka cn.
Teorema 1.2. Vrijeme rada algoritma u najgorem sluéaju je T'(n) < 20n.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n. Osnovni korak je trivijalan. Ako (Vk)(k <
n = T(k) < 20k), tadaje T(n) < T(2)+T(22)+n < 20-2420- 32 +n = 20n.0

Dajemo i detaljniji dokaz navedene ocjene sloZenosti. Oznac¢imo pesimisticku
sloZenost tog algoritma sa 7'(n).

Slozenost uredjivanja petorki je linearna funkcija od n, jer je sloZenost sortira-
nja jedne petorke konstantna. Oznacimo tu slozenost sa dn, d > 0.

Pri rekurzivnom pozivu razmatramo svaki peti elemenat niza, pa je sloZzenost
toga koraka T'( £ |).

Nakon nalazenja medijane, prema slici (1.6), zakljutujemo da su 3|[%]/2]
elemenata niza manji od medijane i isto toliko elemenata niza ve¢i od medijane.

Ako je n > 90, tada vaZze sljedece nejednakosti

(6n >5n+90) = (n>3n+15) = (2> 243)= (|2 > [2+1]+2) =
(5l=5+2)=8]2=25+1) = (U31/2] = 55 +1]) = BLI31/2] = §).

To znadi da je za n > 90 broj elemenata manjih ili jednakih medijani, naj-
manje 7%, a isto tako i broj elemenata koji su vedi ili jednaki medijani. SloZenost
manipulisanja moZemo ograniciti linearnom funkcijom ne, gdje je broj e > 0.

Sadaje T'(n) < (d+e)n+ T(|2]) + T([3n]), zan > 90.

Za n koji su manji od 90, funkcija T'(n) je ograni¢ena nekom konstantom c;.
Ako stavimo ¢ = max((d + e), ¢1), onda imamo

T(n)<ecnzan<90i

T(n) < en+ T([2]) + T([3n]), za n > 90. Sada je lako, kao u teoremi,
indukcijom pokazati da je T'(n) = O(n).

Zadatak 1.8. Neka je dato n brojeva v;, svaki sa tezinom w;, respektivno. TeZin-
ska medijana je elemenat v; takav da je totalna teZina svih elemenata manjih od
njega, otprilike jednaka tezini svih elemenata vecih od njega. Naci algoritam koji u
najgorem slucaju rjeSava ovaj problem u linearnom vremenu.

Zadatak 1.9. Pretpostavimo da su n datih, sortiranih elemenata, uniformno distri-
buirani medju vrijednostima [1, L]. Pokazati (pomocu intuitivnih argumenata) kako
nadi neki zadati x u O(loglogn) awerage case vremenu (L > n).

Zadatak 1.10. Razmotriti problem racunanja TRESHOL D5 (postojanje najmanje
dva bita "1") na AV kapijama vrijednosti n bita. Analizirati sloZenost sljede¢a dva
algoritma, ukljucujuéi koeficijent vodeceg izraza, ali iskljuujudi izraze niZeg reda.

(a) Dijeljenjem na polovine,

(b) Arangiranjem kvadrata.
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Dodatno, provjeriti kako generalizovati (a) i (b) na TRESHOLD;, J € N.

Zadatak 1.11. Odakle dolazi "magicni broj" 5 elemenata u Stapovima? Imamo
5+ %" < n. Ako umjesto 5 uzmemo 3, onda ova nejednakost nece biti ispunjena.
Ispitajte sta Ce se desiti ako umjesto 5 elemenata u Stapovima uzmemo 7 elemenata.

1.7 Dizajn i analiza sloZenosti brzih algoritama
za sortiranje

U ovom dijelu, koriste¢i rekurziju, razvijamo algoritame za sortiranje u vre-
menu O(nlogn). Dokazacemo da je u opStem slucaju, za algoritme sortiranja po-
redjenjem, donja granica T(n) = O(nlogn). Kada se o ¢lanovima niza znaju neki
dodatni podaci, to jest, ako se ne radi o opStem slucaju zadavanja niza, onda se
niz moze sortirati i u linearnom vremenu. To pokazujemo na primjerima "bucket
sort-a" i "radix sort-a".

1.7.1 Sortiranje merdZovanjem (spajanjem).
Dizajn i analiza sloZenosti

Razmotrimo niz cijelih brojeva
L1,L2y...,Tp.

Radi prostijeg racuna, bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je n stepen broja
2. Jedan od nacina da sortiramo dati niz je da razbijemo dati niz na dva podniza

1‘1,1‘2,...,.%%

x%"l‘lvx%-‘rQa"'v'me

sortiramo svaki od njih i zatim ih merdzujemo (spojimo, smijeSamo). Pod mer-
dZovanjem podrazumijevamo spajanje dva ve¢ sortirana podniza u jedan sortiran
niz.

SloZenost u najgorem slucaju (worst-case) nalazimo primjenom metode "podi-
jeliivladaj". PoSto merdzovanje zahtijeva vrijeme T'(n) = O(n), iz opisa algoritma
imamo

pa je

log.b=1og,2=1=d.

Prema formuli 1. glavnog argumenta rekurzije (1.1) odatle slijedi da je

T(n) = O(nlogn).
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Dakle, ako nas interesuje worst-case, onda je sortiranje merdzovanjem bolje od
sortiranja umetanjem, sortiranja mjehuri¢ima i sortiranja izborom.
Implementaciju sortiranja merdZzovanjem dajemo u programskom jeziku C' + +.

//Merge sort
template <class T>
void merge(T *a, int nl, int n2)
{T *temp = new T[nl4+n2];
int i=0, j1=0, j2=0;
while (jl<nl && j2<n2)
temp[i++]=(al[jll<=a[nl+j2]?a[jl++]:a[nl+j2++]);
while (j1<nl)
temp[i++]=aljl++];
while (j2<n2)
temp[i++]=(a+nl) [j2++];
for (i=0;i<nl+n2;i++)
ali]l=temp[i];
delete[] temp;
}
template <class T>
void sort(T*xa, int n)
{ if (n>1)
{int nl=n/2;
int n2=n-nl;
sort(a,nl);
sort (a+nl,n2);
merge(a,nl,n2);

}

1.7.2 Brzo sortiranje (Quick sort).
Dizajn i analiza sloZenosti

Algoritam:
e Izabrati slucajno(random) element dijeljenja niza.

e Podijeliti niz u podskupove manjih i ve¢ih elemenata u odnosu na izabrani
element.

e Posebno sortirati dobivene podskupove.
e Nadovezati sortirane podskupove.

Worst case vrijeme izvodjenja:
U slucaju da u svakom koraku dijeljenja izaberemo maksimalan (minimalan)
element, za niz od n elemenata imamo

Tn)=n+(n—1)+...+1=0(n?).

Best case vrijeme izvodjenja:
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U slucaju da u svakom koraku izaberemo medium element, prema formuli iz
"Podijeli i vladaj" imamo T'(n) = 2T(%) + n $to daje T'(n) = O(nlogn).
Average case analiza:

Posto podjela moze biti izvrSena na bilo kojem mjestu ¢ niza, u prosjeku imamo

n—1

2
cn—l—z Ti—1)+Tn—i)=c-n+— ZT
1=0
pri cemu je ¢ - n vrijeme podjele za n elemenata.
Mi Zelimo dokazati ogranicenje T'(n) < knlogn.
Koriste¢i prethodnu formulu imamo

n—1
2 2k [n?1 2 k
T(n) <cn+ — zEozlogz<cn+ [n ;gn—2]<knlogn+cn—2n

Stavljajuéi k = 2¢ dobivamo T'(n) < knlogn. Ocjena je postignuta koriste¢i induk-
tivnu hipotezu T'(7) < ilogi za i < n, te sljedeéi kvaziargument

n—1 n—1

nlg2 g
Zilogi:/ :z:logxdx— loggc|” 1—/ ——dx
=0 0+ 0or 2z
(n—1) 2 o (n—1)? (n—1)
= Tlog(n -1 - - o 1= 5 log(n — 1) — 1

//Quick sort
template <class T>
void quicksort(T xa, int lo, int hi)
{ if (lo >= hi) return;
T pivot = a[hi];
int i= lo—1;
int j=hi;
while (i<j)
{while (a[++il<pivot);
while (j>=0 & a[——jl<pivot);
if(i<j) swap (alil, aljl);
}
swap(al[i],a[hi]);
//Invarijanta: aljl<=a[i]<=a[k] za
// lo<=j <i<k<=hi
quicksort(a,Lo,i—1);
quicksort(a,i+1,hi);
}

template <class T>

void sort(T xa, int n)
{quicksort(a,0,n—1);
}
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1.7.3 Donje ogranicenje O(nlogn) za algoritme
sortiranja poredjenjem u opsStem slucaju

Dokazujemo da je 2(nlogn) donje ograniCenje za vrijeme sortiranja n vrijed-
nosti, ako se koristi poredjenje, u opstem slucaju. Slicno kao u primjeru drveta
odlucivanja za tri elementa a, b, ¢ (Slika 1.7), gdje imamo 3! moguéih permutacija,
predstavljenih listovima drveta, vidimo da i u opStem slucaju algoritam sortiranja
poredjenjem moZe biti opisan drvetom odlucivanja sa najmanje n! listova.

g\&

Slika 1.7: Primjer drveta odlucivanja za tri elementa

Jasno je da je worst case vrijeme jednako visini dohvatljivog dijela drveta.
Svako drvo visine h moZe imati najvi$e 2" listova. Za n! listova visina mora biti

veca ili jednaka log, n!. Posto je n! ~ (%)”7 toje h > logn! ~ nllogyn — log, €] =
O(nlogn)

Teorema 1.3. Donja granica Q(nlogn) za sortiranje poredjenjem, primjenljiva je i
za average case kompleksnost.

Dokaz
Opsta definicija average case kompleksnosti je

A(n) = > p(z)T(x), pri temu je p(z) odgovarajuca gustina.

|z|=n
Kod nas je, u op$tem sluéaju, -; > 7'(z). Ozna¢imo sa D(T") sumu dubina li-
\wl—n

stova binarnog drveta poredjenja 7. Neka je D(m) = minD(T) najmanja suma
dubina listova po binarnim drvetima poredjenja sa m listova. Treba dokazati
D(m) = mlogm.
Dokaz izvodimo indukcijom.

Za m =1 je trivijalno 0.

Zam > 1:

Pretpostavimo da drvo T'R ima k listova, tako da je 7 listova u lijevom poddr-
vetu TR; i k — i listova u desnom poddrvetu T Ry_;.

Vazi D(TR) =i+ D(TR;) + (k —i) + D(TRyx—;) 2 k+ D(TR;) + D(TRy_;)

D(k) 2z k+min[D(i) + D(k —4)] > k+ <Hil}Icl [ilogi+ (k —4)(log(k — )], po

1<ig

induktivnoj hipotezi!
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Y zlogx + (k

Slika 1.8: min [zlogz + (kK — x)(log(k — )]

1<z

Sa slike 1.8 vidimo da je minimum dostignut za g Zbog toga je gornji izraz
jednak

k k
k+2§log§:kJrklogkfk:klogk.

Sada je D(n!) = nllogn! =~ nlnlogn. Odavde slijedi da je
A(n) = ZD(n!) = Q(nlogn). O

n

Zadatak 1.12. Neka je dat nesortiran niz od n vrijednosti A[l..n]. Za svaki element
Ali] posmatramo elemente prijatelje koji su veéi od Ali] po vrijednosti i nalaze se
desno od njega u nizu A[l..n]. Nadi efektivan algoritam i dokazati odgovarajuce donje
ogranicenje kada:

1. Zelite naéi za svaki Ali] njegovog prijatelja koji mu je najbliZi po vrijednosti.
2. Zelite naéi najblizu poziciju njegovog prijatelja.

Zadatak 1.13. Dokazati da je 2(nlogn) donje ogranicenje sloZenosti poredjenjem
za jedinstvenost elementa. [Ako su svi elementi na ulazu ragliiti, onda imamo jedin-
stvenost elemenata. ]

1.8 Sortiranje u linearnom vremenu

U vecini zadataka sortiranja dat je neki konkretan skup S i konkretna relacija
linearnog uredjenja na tom skupu. Opsti algoritmi sortiranja mogu se uspjes$no
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primijeniti, ali to ne znaci da ¢emo tako posti¢i najbolje ocjene vremena sortiranja
u najgorem slucaju i u statistickom slucaju. Zaista, ne moramo se ograniciti samo
na poredjenje elemenata skupa S, ve¢ mozemo koristiti sve raspoloZive osobine
skupa S.

Na primjer, ako znamo da je S skup brojeva, onda mozemo koristiti aritmeticke

operacije. Jedan od prostijih modela zadataka tog tipa je "bucket sort".

Bucket sort

Neka je S skup prirodnih brojeva 1, ..., m. Neka niz a[l],...,a[n] elemenata tog
skupa, koji Zelimo sortirati, ima duzinu n, koja je znatno veca od veli¢ine m. Nema
potrebe za poredjenje elemenata u ovom slucaju. Mnogo lakse je sortirati ovaj niz
praveéi za svako j, 1 < j < m listu elemenata. Pregledajudi niz al[l],...,a[n],
elemenat «[i| Saljemo u listu sa brojem j, ako je a[i] = j. Po zavrSetku tog koraka,
dovoljno je spojiti liste, od prve liste, do liste sa brojem m.

Ovaj algoritam naziva se bucket sort. Prva faza ovog algoritma ima ci-
jenu O(n), jer za svaki elemenat a[i] obavljamo konacan broj operacija, za i €
{1,...,n}. D ruga faza, to znaci povezivanje lista, kosta O(m), jer za svaki ko-
rak povezivanja treba konstantno vrijeme, a imamo m lista. Algoritam sortira u
vremenu 7'(n) = O(n + m) = O(n).

Algoritam mozemo uopstiti na proizvoljan skup realnih brojeva. Neka je niz
a[l],...,a[n] niz realnih brojeva u zatvorenom intervalu [min, maz].

Podijelimo zatvoreni interval realnih brojeva, od min do max na m < n inter-
vala jednake duzine. Oznac¢imo sa h = (maxz — min)/m duzinu tih podintervala, a
sa b; = min + jh lijeve krajeve tih podintervala. Za j = 0, ..., m — 2 dobivamo po-
dintervale, zatvorene sa lijeve strane, sa krajevima b;,b,.1, aza j = m —1 interval
koji je zatvoren sa obje strane, sa krajevima b,,, 1, by, .

Elemenat a[i] stavljamo u listu sa brojem j, ako a[i] pripada j—tom podinter-
valu, ili drugacije, kada je min + jh < a[i] < min + (j + 1)h. Odatle dobivamo
broj liste j = | (a[é] — min)/h]. Poslije prenumeracije tih intervala od 1 do m, broj
liste ¢e biti j + 1, osim za a[i] = maz, gdje je broj jednak m.

Posto u jednoj listi elementi nisu jednaki, treba ih unutar liste sortirati. Mo-
zemo u takvoj situaciji primijeniti sortiranje umetanjem, jer elementi formiraju
jednosmjernu listu, pa umetanje novog elementa na pravo mjesto moze biti lako
realizovano. Ovaj algoritam naziva se sortiranje visestruke liste (multiple list sort) i
slican je bucket sortu.

Teorema 1.4. U najgorem slucaju sortiranje visestruke liste ima sloZenost T'(n) =
O(n?). Uz pretpostavku da je raspodjela podataka uniformna u intervalu [min, maz),
prosje¢no vrijeme sortiranja je T'(n) = O(n?/m).

Dokaz. U najgorem slucaju, na cijenu tog algoritma, najveéi uticaj ima umetanje
elementa u odgovarajuéu listu. Duzina liste u i—tom koraku iznosi najvise ¢, pa
mozZemo primijeniti ocjenu ci, za neku konstantu ¢ > 0. Sabiraju¢ipoi =1,...,n,
dobiva se ocjena te faze O(n?). Posto ostale operacije kostaju O(n), dobivamo da
je u najgorem slucaju slozenost algoritma 7'(n) = O(n?) + O(n) = O(n?).

Za dokaz drugog dijela teoreme pretpostavljamo da su dati brojevi raspodije-
ljeni uniformno u intervalu od min do maz. Prema Bernulijevoj raspodjeli, vjero-
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vatnoca da e se u listi sa brojem j nadi tacno k elemenata je
_ n 1 k 1 n—k
P () (E G-

. . — . . .- k
Za k—elementni niz, algoritam sortiranja umetanjem obavlja prosje¢no 3 ( 9 )

poredjenja. Prosjecan broj poredjenja elemenata u drugoj fazi je

rw=m> 3 (5 )r=n> g (5) () (5 (-2

k=2

, dobivamo

Zbog toga je slozenost u prosjecnom slucaju 7'(n) = O(%). O

Ako uzmemo m = n ili m = n/2, dobi¢emo da je sloZenost u prosje¢nom slu-
¢aju O(n). Ipak, algoritmi ovog tipa imaju nedostatke, koje ne treba zaboravljati.
Prvi nedostatak je troSenje memorije. Oba, bucket sort i sortiranje viSestruke liste,
zahtijevaju uvodjenje n kopija elemenata, po jedne za svako a[i], n povezivanja i
najmanje m povezivanja u kojima treba imati adrese lista.

Uz pretpostavku da aritmeticke operacije imaju jedini¢nu cijenu, navedeni al-
goritmi imaju vrijeme izvodjenja koje smo naveli, ako se racuna cijena aritmetickih
operacija. U zadacima u kojima se aritmeticke operacije tretiraju kao logicke ope-
racije na bitovima, takve operacije ne kostaju kao konstantan broj koraka, ve¢ su
u najmanju ruku proporcionalne duzini sistema bitova. U tom slucaju, slozenost
navedenih algoritama nece viSe biti linearna.

Radiks (radix) sort
Radiks sort je algoritam koji je koriSten za sortiranje busenih kartica u masinama
za sortiranje. Zadatak sortiranja prirodnih brojeva sa d cifara radiks sort rjesava
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tako Sto ih prvo sortira po najmanje znacajnim ciframa. Tada ih stavi u jedan
niz tako da su brojevi koji se zavrSavaju nulom, prije brojeva koji se zavrSavaju
jedinicom, itd. Zatim citav niz sortira po ciframa drugim po znacaju i stavlja ih
u niz kao i ranije. Proces se nastavlja dok svi brojevi ne budu sortirani po svim
ciframa. podrazumijevacemo da se za sortiranje cifara koristi stabilan algoritam.
Indukcijom se moZze dokazati da ¢emo u tom slucaju, na kraju procesa, dobiti
sortiran niz.

Ako sortiramo niz [430, 368, 768,347,466], u prvom prolazu dobi¢emo niz
[430, 466, 347, 368, 768], u drugom prolazu [430, 347, 466, 368, 768], a na kraju sorti-
ran niz [347, 368, 430, 466, 768]. Program za radiks sort je lako napisati, neposredno
iz opisane ideje sortiranja. U sljedecoj proceduri podrazumijevamo da svaki od n
elemenata u nizu A, ima d cifara, pri ¢emu je na mjestu 1 najmanje znacajna cifra,
a na mjestu d najznacajnija cifra.

RADIKS_SORT (A<d)

for i =1 tod
koristiti stabilan sort za sortiranje
niza po cifri na i-tom mjestu

Tvrdnja. Neka je dato n brojeva koji su d—cifreni. Neka svaka cifra moze uzeti
k mogucih vrijednosti. Ako stabilni sort koji koristimo, ima vremensku sloZenost
O(n + k), onda radiks sort sortira ove brojeve u vremenu ©(d(n + k)),

Dokaz. Svaki prolaz na n d—cifrenih brojeva ima slozenost ©(n + k). Postoji d
prolaza, pa je ukupna vremenska slozenost radiks sorta 6(d(n + k)). O

NasSe razmatranje sortiranja nije obuhvatilo spoljas$nje sortiranje i sortiranje na
mrezama. Nismo razmatrali neke algoritme unutras$njeg sortiranja kao $to je algo-
ritam Shella ili algoritam skaliranja. Kompletnija informacija o sortiranju moze se
nadi u cuvenoj knjizi D. Knutha ([16]).
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Dinamicko programiranje

Algoritmi tipa podijeli i vladaj rjesavaju problem tako Sto ga podijele u neza-
visne podprobleme. Ako su podproblemi zavisni, onda primjenjujemo dinamicko
programiranje. U ovom kontekstu metoda podijeli i vladaj bi radila vise posla nego
$to je potrebno, jer bi ponavljala rjeSavanje zajednickih podproblema. Dinamicko
programiranje rjeSava svaki podproblem samo jednom, sacuva rezultat u tabeli
i na taj nacin izbjegne ponovno rjesavanje podproblema. Rije¢ "programiranje"
u nazivu dinamicko programiranje, ne odnosi se na kodiranje ve¢ na tabularno
rjeSavanje problema.

Problemi optimizacije su tipi¢ni problemi koji se rjeSavaju metodom dinamic-
kog programiranja.

Algoritam dinamickog programiranja moZze se podijeliti u Cetiri etape.

1. NalaZenje strukture nekog optimalnog rjesenja.

2. Rekurzivno definisanje vrijednosti nekog optimalnog rjeSenja.

3. Racunanje vrijednosti nekog optimalnog rjeSenja metodom odozdo na gore
4. Konstruisanje nekog optimalnog rjeSenja iz izracunatih podataka

Metodu dinamic¢kog programiranja ilustrova¢emo na primjeru mnoZzenja niza
matrica. Na primjeru mnoZenja niza matrica vidjecemo koje karakteristike treba
imati problem da bi se mogao rjeSavati metodom dinamickog programiranja. Di-
namicko programiranje primijenicemo na problem nalaZenja najduzeg zajednic-
kog podniza dva niza, a u problemu optimalne triangulacije poligona pokaza¢emo
kako je rjeSenje ovog problema neocekivlano sli¢no problemu mnozenja niza ma-
trica. Napomenucéemo da se i Fibonacijevi brojevi obi¢no racunaju metodom dina-
mickog programiranja.
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2.1 MnoZenje niza matrica
Neka je dat niz matrica (A As, ..., A,) i neka treba nadi njihov proizvod
A1As .. A, 2.1

Mnozenje matrica je asocijativno, pa kako god postavimo zagrade koje odredjuju
redoslijed mnoZenja, dobivamo trazeni proizvod. Nakon S§to znamo raspored za-
grada proizvod (2.1) mozZemo racunati koriste¢i standardan algoritam za mnoze-
nje parova matrica, kao podprogram. Standardni algoritam za mnoZenje matrica
navodimo u pseudo kodu. Atributi redovi i kolone oznacavaju broj redova i kolona
u matrici.

MnozenjeMatrica(A,B)
if kolone [A] <> redovil[B]
then error "neodgovarajuce dimenzije"
else for i=1 to redovi [A]
do for j=1 to kolone [B]
do C[i,jl1=0
for k = 1 to kolone [A]
do C[i,j]l = C[i,jl + Ali,k]lBI[k,jl
return C

Podsjetimo se da se dvije matrice A i B mogu pomnoZiti samo ako je broj
kolona matrice A jednak broju redova matrice B. Ako je matrica A tipa p X ¢, a
matrica B tipa ¢ X r, onda je rezultat njihovog mnozenja matrica C tipa p x 7.
Vrijeme potrebno da se izra¢una matrica C je odredjeno brojem mnozenja skalara
koji je jednak pqr.

Raspored zagrada pri mnoZenju matrica ima veliki uticaj na broj mnoZenja ska-
lara i konsekventno, na vrijeme izvodjenja algoritma. Za ilustraciju, razmotrimo
proizvod niza od tri matrice (A;, Ay, As). Pretpostavimo da su tipovi tih matrica
10 x 100, 100 x 51 5 x 50, respektivno. Ako mnozimo prema rasporedu zagrada
((A1A2)As3), tada imamo 10-100- 5 za mnoZenje matrica A;, As. Dobivna matrica
je tipa 10 x 5, pa za mnozenje matricom As treba 10 - 5 - 50 operacija mnoZzenja
skalara. Ukupno za dobivanje proizvoda prema ovom rasporedu zagrada treba
7500 mnoZzenja skalara.

Ako mnozimo prema rasporedu zagrada (A;(A2A43)), tada nam za mnoZenje
matrica As i A treba 100 - 5 - 50 mnozenja skalara. Dobivena matrica ima tip
100 x 50 i da bi je pomnozili matricom A, treba jos 10 - 100 - 50 mnozZenja skalara.
To je ukupno 75000 mnoZenja skalara, §to je drasticno povecanje u odnosu na
mnoZenje pri prethodnom rasporedu zagrada.

Sada mozemo formulisati Problem mnoZenja niza matrica na sljedeé¢i nacin:
neka je datniz (A A, ..., A,) od n matrica, gdjezai = 1,2,...,n, matrica 4; ima
tip p;_1 x p;. Treba nadéi raspored zagrada pri kojem ¢e broj operacija mnozenja
skalara biti minimalan.
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Racunanje broja rasporeda zagrada

Algoritam grube sile generiSe jedan po jedan raspored zagrada, racuna za taj
raspored broj operacija mnoZenja i cuva najmanji dobiveni broj sa odgovaraju¢im
rasporedom zagrada. Pokazimo da je ovaj algoritam eksponencijalan.

Oznacimo sa P(n) broj mogu¢ih rasporeda zagrada za niz od n matrica. Po-
Sto moZemo razdvojiti niz matrica izmedju k — te i k + 1 matrice, za svako
k = 1,2,...,n — 1, a onda nezavisno rasporediti zagrade u dva dobivena pod-
niza, to dobivamo rekurentnu formulu

1 zan =1,

P) =9 S p)Pin—k) zan>2.
k=1

Rjesenja dobivene rekurentne jednacine su Catalan-ovi brojevi

P(”):nil(?)’

koji rastu kao (4" /n3/2). To znadi da je algoritam grube sile eksponencijalan i da
iscrpno pretrazivanje nije dobra strategija za rjeSavanje naseg problema.

Struktura nekog optimalnog rjesenja

Prvi korak u dinamickom programiranju je nalazenje i opisivanje strukture
nekog optimalnog rjesenja. Uvodimo zapis A, ; za matricu koja je rezultat ra-
¢unanja proizvoda A;A;41--- A;. Neki optimalan raspored zagrada za proizvod
AjAy--- A, dijeli proizvod izmedju Ap i Axy1 za neki cio broj k iz intervala
1 < k < n. Dakle, za neku vrijednost k, prvo racunamo matrice Ay i Agi1.n, @
zatim ih mnozimo da dobijemo proizvod A; .

Kljutno zapazanje je da za ukupan optimalan raspored zagrada svaki uce-
stvujudi raspored zagrada podniza A; A, --- A mora biti optimalan raspored za-
grada, inace ga moZemo zamijeniti boljim. Slicno je i sa rasporedom zagrada u
Apg1, Apga - Ay,

Znaci, optimalno rjeSenje problema rasporeda zagrada sadrzi u sebi optimalna
rjeSenja rasporeda zagrada podproblema.

Rekurzivno rjesenje

Drugi korak u dinamickom programiranju je definisanje vrijednosti optimal-
nog rjeSenja preko vrijednosti optimalnih rjeSenja podproblema. Mi uzimamo
za podproblem odredjivanje minimalne cijene za problem rasporeda zagrada u
AjAiqpq1---Ajzal < i < j < n.Nekaje m[i, j] minimalan broj skalarnih mnoZenja
potrebnih da se izracuna matrica A, ;. Tada ¢e najmanja cijena za matricu A; ,
biti m[1,n].

Defini$imo veli¢inu m]i, j] rekurzivho. Ako je ¢ = j, tada imamo samo
jednu matricu A; ; = A;, tako da mnoZenja nisu potrbna, pa je m[i,i] = 0 za
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i=1,2,...,n. Zaratunanje M|i, j|, kada je i < j, iskoisti¢emo strukturu optimal-
nog rjesenja iz prvog koraka. Ako niz podijelimo po nekom ¢ < k < j, tada imamo
podproizvode A; i x+1. ;. Proizvod posljednje dvije matrice zahtijeva p;_1pxp;
mnozenja skalara. Zbog toga je

m[z,]] = m[z,k] +m[k + 17]] +pi—lpkpja

pa se ooptimalna vrijednost definiSe na sljede¢i nacin:

.. 0 zai=j
= . . . .0 2.2
mi, j] { mini<gp<;{mli, k] + m[k + 1, 5] + pic1prp;}  zai < j. (2.2)
Ako definiSemo da s[¢, j] bude k za koje je dostignuta optimalna vrijednost m|i, j],
tada ¢emo mo¢i zadati i optimalan raspored zagrada.

Racunanje optimalnog rjesenja

Koriste¢i formulu (2.2)moZemo napisati program koji rekurzivno ra¢una mini-
malnu cijenu m|[1,n] za mnoZenje niza matrica A; A, ... A,. Na zZalost, pokazuje
se da i rekurzivni aloritam zahtijeva eksponencijalno vrijeme.

Teskoce nastaju jer imamo neki broj podproblema koje rekurzivni algoritam
rjeSava viSe puta, na raznim granama rekurzivnog drveta. Za svaki izbor i i j, koji
zadovoljavaju 1 < ¢ < j < n imamo po jedan podproblem ili ukupno

( g > +n = 0(n?).

Umjesto da rjeSavamo problem rekurzivno, mi ¢emo primijeniti tre¢i korak me-
tode dinamickog programiranja i racunacemo rjeSenje metodom odozdo na gore.
U sljedec¢em pseudokodu ¢emo podrazumijevati da matrica A; ima tip p;_1 X p,
za i = 1,2,...,n. Na ulazu u program imamo niz (pg,ps,...,pn), duzZina je
duzinalp] = n + 1. Procedura koristi pomo¢nu tabelu m[1..n, 1..n] za smjesStanje
vrijednosti mli, j] i pomoénu tabelu s[1..n,1..n] za smjestanje vrijednosti indeksa
k koji je dobiven prilikom ra¢unanja m/[i, j].

PoredakNizaMatrica(p)
n = duzina[p] - 1
for i=1 to n do
m[i,i] = 0
for 1=2 to n do // 1 je duzina niza
for i=1 to n-1+1 do
j=itl-1
m[i,jl=infinite
for k=1 to j-1 do
g=m[i,k]+m[k+1,j]+p_{i-1}p_{k}p_{;j}
if g<m[i,j]
then m[i,jl=q
sli,jl=k
return m and s
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Slika (2.1) ilustruje rad ove procedure na nizu od Sest matrica. Tipovi razma-
tranih matrica su prikazani u tabeli ispod slike. Posto smo definisali m|i, j] samo za
i < 4, onda se koristi samo gornja polovina tabele m. Figuru smo rotirali da glavna
dijagonala bude horizontalna tako da se vidi kako se redovi racunaju odozdo ka
gore.

Konstrukcija optimalnog rjeSenja

Cetvrti korak paradigme dinamitkog programiranja je konstruisanje opti-
malnog rjeSenja.Sljede¢i rekurzivni program ratuna proizvod niza matrica za
zadate A = (A4;,As,...,A,), pri ¢emu je tabela s sratunata programom
PoredakNizaMatrica, a indeksi 7 i j su zadati. Inicijalni poziv programa je
MnozenjeNizaM atrica(A, s, 1,n).

MnozenjeNizaMatrica(A,s,i,j)
if j>i
then X=MnozenjeNizaMatrica(A,s,i,s[i,j])
Y=MnozenjeNizaMatrica(A,s,s[i,j]1+1,])
return MnozenjeMatrica(X,Y)
else return Ai

Slika 2.1: Tabele m i s srac¢unate sa PoredakNizaMatrica za n=6 (Prema [9])

Tipovi koriStenih matrica Ay, Ao, A3, A4, A5, Ag dati su u sljedecoj tabeli.matrica:
Matrica A1 AQ A3 A4 A5 Ag
Tip 30x35 | 35x15 | 15 x5 | 5x10 | 10 x 20 | 20 x 25

Zadatak 2.1. Problem sjecCenja cijevi. Neka je data cijev duZine ncm i tabela
cijenac;, i = 1,2,--- ,n, koje odgovaraju cijevima duZine i cm, respektivno. Odrediti
maksimalnu zaradu z, koja se moge ostvariti sjeCenjem cijevi i prodajom dijelova.
Uzeti u obzir i slucaj u kome se najveca zarada moze ostvariti bez ikakvog sjeCenja
cijevi.

Zadatak 2.2. U fabrici postoje dvije linije za sklapanje finalnog proizvoda. Svaka
linija ima n € N radnih mjesta. Radno mjesto j, na liniji i oznaavamo sa S;;, a
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vrijeme sklapanja na tom radnom mjestu oznac¢avamo sa a;;. Kostur proizvoda ulazi
u fabriku, ide na liniju i € {1,2} za vrijeme e;. Nakon prolaska kroz j-to radno
mjesto, proizvod ide na j + 1-to radno mjesto na jednoj od linija. Ako proizvod ostaje
na istoj liniji, onda nema dodatne cijene za transfer. Ako proizvod prelazi na drugu
liniju, onda je potrebno vrijeme t;; za transfer na drugu liniju sa radnog mjesta
S;j. Nakon izlaska sa n-tog radnog mjesta na liniji, potrebno je jos vrijeme z, da se
kompletira proizvod. Treba odrediti koja radna mjesta treba izabrati na liniji 1, a
koja na linji 2 da bi se minimizovalo totalno vrijeme prolaska proizvoda kroz fabriku.

2.2 Najduzi zajednic¢ki podniz

Neka su dati nizovi X = (z1,22,...,2m) i Z = (21, 29, ..., 2;). KaZemo da je Z
podniz niza X ako postoji strogo rastuci niz (iy, és, ..., %;) indeksa niza X, tako da
je zasvako j = 1,2,...,] u vaznosti x;; = z;.

Primjer 2.1. Neka su dati nizovi X = (A, B,C,B,D,A,B)i Z = (B,C, D, B). Niz
Z je podniz niza X sa odgovarajuéim indeksima (2,3,5,7).

Za dva niza X i Y niz Z je zajednicki podniz, ako je Z podniz od oba niza X i
Y.

Primjer 2.2. Neka su datinizovi X = (A,B,C,B,D,A,B)iY = (B,D,C, A, B, A).
Niz Z = (B, C, A) je podniz i niza X i niza Y. Niz (B, C, A) nije najdugi zajednicki
podniz, jer je niz (B,C, B, A) zajednicki i ima duginu 4. Pri tome je (B,C, B, A)
najdugi zajednicki podniz nizova X i Y, jer ne postoji zajednicki podniz dugine 5 ili
vise.

LCS problem. Dati su nizovi X = (21,22, ....,%m) 1Y = (y1,92, ..., Yn). Nadi
najduzi zajedni¢ki podniz Z nizova X i Y. (Problem najduzeg zajednickog podniza,
Longest Common Subsequence problem)

2.2.1 Osobine najduzeg zajednickog podniza

PokuSajmo sa algoritmom grube sile za rjeSavanje LC'S problema. Numerisati
sve podnizove niza X i probati koji je od njih najduzi i zajednici sa Y podnizom.
Postoji 2™ podnizova od X, pa algoritam zahtijeva eksponencijalno vrijeme, $to
ga Cini nepakti¢nim.

Za efikasno rjesavanje problema definiSemo i-ti prefiks od X,7 = 0,1, ..., m kao
X; = (x1,22,...,x;). Naprimje, za X = (A, B,C,B,D, A, B) je X, = (A, B,C, B).

Teorema 2.1. Neka je X; = (x1,%2,...,%m) 1 Yi = (y1,Y2,...,yn) 1 neka je Z, =
<2’1, 2y auny Zk> LCSza X1iY.

1. Ako je x,, = yp tada je zy = Xy = yn 1 Zi—1 = LCS(X -1, Y1)
2. Ako je x,, # yn tada iz zy, # vy, slijedi da je Z = LCS(X,—1,Y)
3. Ako je x,, # yn tada iz zy, # yy sledida je Z = LCS(X, Y1)
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Dokaz

1. Ako je zx # x.,, tada mozemo dodati y,, = x,, na Z i dobiti zajednicki
podniz X i Y duzine k + 1, §to je suprotno pretpostavci x,, = Yy, = 2.
Pretpostavka Zy_1 # LCS(X,,—1, Yim—1) lako dovodi do kontradikcije.

2. Ako je zp # x,, tada je Z zajednicki podniz od X,,_; i Y. Ako bi postojao
zajednicki podniz X,,, 1 i Y sa duzinom vecom od k, tada bi taj podniz W
bio zajednicki podniz X,, i Y, $to je suprotno pretpostavci

3. Simetri¢no dokazu iz tacke 2. O

Rekurzivno rjeSenje problema

Na osnovu prethodnih razmatranja, definiSemo cijenu nalazenja najduzeg za-
jednitkog podniza. Cijenu definiemo kao duzinu LC'S od X; 1Y} :
0 ,za 1=0ilij =0
cli,jl=1R cfi—-1,j-1]+1 ,za 4,5 >0, z; = y;
max(cfi,j —1],¢cli — 1,4]) za 4,57 > 0,z; #y;
U definiciji je intencija da, u svakom koraku, iz razmatranja isklju¢imo dva
podproblema koji ne odgovaraju uslovu ispunjenom u tom koraku. Takvo iskljuci-
vanje podproblema je karakteristi¢no za dinamicko programiranje.

Racunanje duzine LCS

Dajemo proceduru za rac¢unanje koja vraca tabele b i ¢ za ra¢unanje LC'S ni-
zova X iY. Iako problem ima samo §(mn) podproblema, koristi¢emo dinamicko
programiranje i postupkom odozdo na gore konstruisati optimalno rjeSenje. Pro-
gram je napravljen prema definiciji iz prethodne sekcije.

LCS LENGTH (X,Y)
m <— length [X]
n <— length [Y]
for i<~ 1 tom
do c[i,0] <0
for j <— 1 ton
do c[0,j] <— O
for i<—1 to m
do for j<-1 to n
do if xi = yj
then c[i,j] <—c[i—1,j—1]+1
b[i,j] <= "\\"
else if c[i—1,jl>=c[i,j—1]
then c[i,j] <— c[i—1,j]
bli,jl <= "|"
else c[i,j]l <— c[i,j—1]
bli,j] <"<-"
return ¢ and b

Program ima vremensku sloZenost ©(mn), jer se svaki elemenat tabele racuna u
konstantnom vremenu.
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Konstrukcija LC'S

Sljedeci program koristi tabelu b[i, j] iz prethodnog programa i konstruise LC'S
nizova X i Y.

PRINT_LCS(b,X,i,j)
if i=0 or j=0
then return
if b[i,j] = u\u
then PRINT_LCS(b,X,i-1,j-1)
print xi
else if b[i,j]l = "I"
then PRINT_LCS(b,X,i-j,j)
else PRINT_LCS(b,X,i,j-i)

Program ima slozenost O(m + n), jer umanjuje najmanje jedan od ¢ i j u svakom
pozivu. Primje¢ujemo da se tabela b[i, j|] moze izostaviti, jer se elemenat LCS
moze odrediti gledaju¢i preko koja tri prethodna ¢lana je izracunato c[s, j].

Na slici (2.2) je dat primjer konstrukcije LC'S za nizove
[A,B,C,B,D,A,B]i[B,D,C, A, B, A
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Slika 2.2: Konstrukcija LC'S (Prema [9])
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2.3 Optimalna triangulacija poligona

Dat je konveksan poligon P = (vg, vy, ..., v,—1) i tezinska funkcija w definisana
na trouglovima formiranim stranama i tetivama P. Problem je nadi triangulaciju
koja minimizira tezinu trouglova u triangulaciji. Primjer teZine:

Jedan od nacina da dobijemo tezinu trougla je da tezinsku funkciju definiSemo
kao
w(Avvjor) =l viv; | + | vivg | + | vk |,
gde je | v;v; | Euklidovo rastojanje tacaka v; i v;.
Na slikama 2.3 i 2.4 dati su primjeri triangulacije.

Triangulacija se Cesto primjenjuje u racunarstvu. U procesiranju slika se me-
tod triangulacije koristi za rekonstrukceiju slike. Geometrijski modeli u ra¢unarskoj
grafici su Cesto predstavljeni kao triangulirane povrsi. Konstruisan je hardver za
brzo i jeftino renderisanje i sjencenje trouglova. Cijena postupka je neznatno visa
od cijene ucitavanja trouglova. Triangulacija se koristi i u kombinatornoj topolo-
giji, gdje se poliedri i uopste topoloske mnogostrukosti, opisuju njihovom trian-
gulacijom. Problem homeomorfizma je problem nalazenja algoritma koji za dvije
topoloske mnogostrukosti, zadate njihovom triangulacijom, nalazi jesu li home-
omorfne. U nekim specijalnim slu¢ajevima, ako uvedemo neka ogranicenja, na
primjer, fiksiramo dimenziju, ili fiksiramo pocetni elemenat para, onda problem
homeomorfizma moze biti rijeSen. Dokazano je da ne postoji rjeSenje problema
homeomorfizma poliedara (topoloskih mnogostrukosti), u opStem slucaju. Pro-
blem homeomorfizma za trodimenzionalne poliedre je otvoren problem.

Napominjemo da je opsti problem triangulacije skupova tacaka, a takodje i
problem triangulacije grafova, jako NP-kompletan. Oba problema imaju znacajne
primjene, na primjer u racunarskoj geometriji, ali ih ovaj put ne¢emo izucavati.
Navodimo samo formulaciju posljednjeg problema, koja ¢e nam u daljem izlaganju
posluziti za dokazivanje jake NP-kompletnosti.

Primjer 2.3. Triangulacija grafova. Neka je G = (V, E') neusmjereni graf, pri ¢emu
su V vrhovi, a G grane grafa. Neka je |V'| = 3¢ prirodan broj. Pitanje je da li postoji
podjela skupa V na q disjunktnih podskupova Vi, Vs, ..., V,, od kojih svaki sadrZi
tacno tri vrha, pri demu za svaki podskup V; = {v[;1), Vjiz), vig) } lwkovi (vjiny, vyig))s
(Vii2)s vis))s (vias)s vin)) pripadaju skupu grana grafa E7?

Slika 2.3: Prikaz dvije triangulacije sedmougla
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Korespondencija triangulacije poligona sa postavljanjem
zagrada pri mnoZenju niza matrica

Zanimljivo je primijetiti da jedna optimalna triangulacija konveksnog poligona
P, u odnosu na tezinsku funkciju, daje "parsing" drvo za optimalno razmjeStanje
zagrada pri mnoZenju niza matrica A; A,...A,,. Ovo postaje jasno ako pridruzimo
matrice stranicama (0, 1), (1,2),(2,3),...,(n — 1,n) nekog poligona, a svakoj te-
tivi (¢, 7) pridruzimo proizvod matrica koje su ispod ove tetive. PridruZivanje je
ilustrovana na slici 2.4.

Zadatak 2.3. Naci kontraprimjer i obrazloZiti zasto obrnuto tvrdjenje nije tacno.

((A1(A243))(A4(A54)))

Slika 2.4: Optimalna triangulaciji i postavljanja zagrada pri mnoZenju niza matrica

Struktura rjeSenja

Triangulacija podpoligona mora biti optimalna, inace, mogli bismo poboljsati
globalnu strukturu (triangulaciju). Ova Cinjenica omogucéava primjenu metode
dinamickog programiranja i rjeSavanje problema triangulacije odozdo na gore.

Rekurzivno rjesenje

Svaka stranica (7, j) poligona ukljucena je u tacno jedan trougao triangulacije.
Taj trougao Awv;v;vy se dobiva biranjem nekog tjemena k, (i +1 < k < j — 1),
poligona. Ako sa ¢(i,j) ozna¢imo minimalnu cijenu triangulacije poligona nad
stranicom (i, j), a sa t(¢, k) i ¢(j, k) minimalne cijene triangulacije poligona nad
tetivama (¢, k) i (k, j), respektivno, tada je
0, ako jei =7

tli,j] = mingy1<k<j—1{tli, k] + t[k, 5] + w(Avvgw;)}, zar < j

Pseudo-kod za navedeni algoritam dat je u sljede¢em primjeru.
fori=1ton—1dot[i,i+ 1]
for skok =2ton —1
for i =1ton — skok do
j =1+ skok
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tfi, ] = mind_; | (¢[3, k] + t[k, ] + w(Avivgv;))
return ¢[1, n]

Zadatak 2.4. Dokazati da je vremenska sloZenost navedenog algoritma triangulacije
O(n?), a da je prostorna slofenost O(n?).

2.4 Parsiranje kontekstno slobodnih gramatika

Kompajleri ispituju je li program legalan u datom programskom jeziku, a ako
nije, vracaju nam greSke. Ovo zahtijeva precizan opis jezika, na primjer, kon-
tekstno slobodnom gramatikom. Parsiranje datog teksta S u odnosu na datu kon-
tekstno slobodnu gramatiku G je algoritamski problem konstruisanja drveta par-
siranja shodno pravilima substitucije koja definiSu S kao jedinstven ne-terminalni
simbol G.

Pretpostavljamo da tekst S ima duzinu n € N i da gramatika G ima konstantnu
veli¢inu. Takav je slucaj sa gramatikama koje definiSu programske jezike, kao $to
su C, ili Java, bez obzira na veli¢inu programa koje Zelimo kompajlirati.

Dalje ¢emo pretpostaviti da je definicija svakog pravila gramatike u normalnoj
formi Chomskog. Ovo znaci da se desne strane svakog netrivijalnog pravila sastoje
od tacno dva ne-terminalna simbola, na primjer X — Y Z, ili tacno jednog termi-
nalnog simbola, na primjer, X — «. Svaka kontekstno-slobodna gramatika moze
se svesti na normalnu formu Chomskog skrac¢ivanjem desnih strana pravila na ra-
¢un dodavanja novih ne-terminalnih simbola. Prema tome, nema gubitka opstosti
uz naSe pretpostavke.

Klju¢no zapazanje za razvoj algoritma je da primjena pravila X — Y 7 na string
S, dijeli S na nekoj poziciji 7 tako da lijevu stranu stringa S[1, ], treba generisati
simbolom Y, a desnu stranu S[i + 1,n] simbolom Z. Pri tome ¢uvamo terminalne
simbole generisane u bilo kojem podproblemu.

Ako sa Bli, j, X] ozna¢imo Booleovu funkciju koja je tacna ako i samo ako je
string S[i, j] generisan simbolom X, onda moZemo napisati logicku formulu

J
Bli,j,X]= \/ (\/ Bli,k,Y]- Blk,j,Z])
(XY Z)eG i=k
Ovdje je \/ logicka disjunkcija, a - je logicka konjunkcija.

Zadatak 2.5. Dokazati da je vremenska sloZenost navedenog algoritma parsiranja
kontekstno slobodnih gramatika T'(n) = O(n?).

2.5 Optimalno binarno drvo za pretraZivanje

Ulaz: lista rijeci sa fiksnim vjerovatno¢ama pojavljivanja p1, ps, ..., Pn.
Problem: Aranzirati ove rijeci u binarno drvo pretrazivanja tako da minimiziramo
ocekivano vrijeme pretrazivanja.
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Posto je broj poredjenja do pristupa elementu na dubini d jednak d + 1, treba

minimizirati Y p;(1 + d;).
i=1

rijecw; | vjerovatnocap; | broj | niz | broj | niz | broj | niz
a 0.22 2 |044] 3 |066] 2 |0.44
am 0.18 4 1072 2 036 3 |0.54
and 0.20 3 1060 3 [060]| 1 |0.20
egg 0.05 4 1020 1 005 3 |0.15
if 0.25 1 1025 3 |075] 2 ]0.50
the 0.02 3 1006 2 [0.04] 4 |0.08
two 0.08 2 1016 3 024 3 |0.24
1.00 2.43 2.70 2.15

Ako se struktura problema predstavi drvetom, onda je lako dobiti formulu za ci-
jenu drveta optimizacije:

i—1 right
Ciest,right = min{p;+Ciest,i—1+Cit1,right+ Z i+ Z P} = min{Ciepi—1+
j=left Jj=i+1
right
Cit1,right + Z P}
j=left
Na slici (2.5) predstavili smo drveta T'1, koje odgovara algoritmu grube sile,
T2, koje je prerfektno balansirano i 73, koje je optimalno. Drveta 7'1,72,73,
odgovaraju trecoj i Cetvrtoj, petoj i Sestoj, te sedmoj i osmoj koloni tabele, respek-
tivno.

gruba sila perfektno balansirano optimalno

Slika 2.5: Razli¢ita drveta za pretrazivanje

2.6 Najkra¢i putevi medju svim parovima vrhova
grafa

Neka je dat graf G = (V, E), gdje smo sa V oznacili skup vrhova, a sa E skup
grana grafa. Pretpostavimo da za rjeSenje problema koristimo nizove.
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Za trazenje najkraceg puta medju svim parovima vrhova grafa mogli bismo
koristiti algoritam Dijkstra (E. W. Dijkstra) sa jedinstvenim izvorom tako $to bismo
ga startovali posebno za svaki vrh kao izvor.

Algoritam Floyd-Warshall za najkraéi put izmedju svih parova vrhova grafa ima
vremensku sloZenost O(n?), $to asimptotski nije bolje od n poziva algoritma Dijk-
stra. Ipak, petlje su preciznije, a program kraci tako da ovaj algoritam bolje radi
u praksi. Floyd-Warshall algoritam je poseban i po tome $to je jedan od rijetkih
algoritama na grafovima koji bolje radi na matrici susjedstva nego na listi susjed-
stva.

Rekurzivno rjesenje problema se zadaje sa:

Dy =min{Dy_1, j, Dr—1,ik + Di—1k,;}

DO,i,j = Cij, Za (Z,j) eqG

(vi,vj) ¢ G = D;; = +00

U formuli smo oznatili sa D)y, ; najkra¢i put izmedju v; i v;, to jest put koji je
dobiven koriStenjem svih vrhova grafa V, a sa Dy, ; ; najkra¢i put izmedju v; i v,
koji koristi samo vrhove vy, vs, ..., vg. Pri tome ¢;; oznacava cijenu grane (v;, v;)
u matrici cijena C, koja je tipa |V| x |V|. U slu¢aju da (v;,v;) ¢ E stavljamo da je
Cij = OQ.

Neka je dat cijenama grana labelisan i usmjeren graf G = (V, E'). Za svaki par
vrhova u,v € V treba nadi cijenu njkraéeg puta iz u do v u grafu G. Dajemo stan-
dardni algoritam dinamickog programiranja za nalaZenje najkraceg puta medju
svim vrhovima u, v grafa G (algoritam Floyd-a). Neka je n = |V|.
function floydwarshall(C, n){

for(i =1,i <=n,i+ +){
for(j = 1;j <=n;j++)

if(i,j) e E
DIi][j] = cij;
else
DIi][j] = oo;
Ali][i] = 05 }

for(k =1;k <=n;k ++)
for(i =1;i <=n;i++)
for(j =15 <=n;j++)
if DJi|[k] + D[k|[j] < DJi][j] then
Dlil[j] = DIi][k] + DIk][j];
return(D); }

2.7 Fibonacijevi (Fibonacci) nizovi

Zadatak 2.6. Fibonacijevi nizovi se definisu kao: a; =1, a2 =1, ...,ap = ap_1 +
an—2. Pokazati kako izracunati a,, koriste¢i O(logn) operacija. Ne koristiti opste

formule. Uputa:
1 1 An—1| [07%)
1 0 Ap—2 B Gn—1
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Zadatak 2.7. Uporediti rekurzivnu i iterativnu varijantu programa za racunanje
Fibonacijevih brojeva i objasniti prednosti dinamickog programiranja u tom slucaju.



Glava

Greedy (gramzivi) algoritmi

Metod dinamickog programiranja rjeSava probleme optimizacije tako $to pro-
lazi kroz niz koraka i na svakom koraku ima skup izbora. Dinamicko programira-
nje razmatra sve ove izbore, ali za razliku od rekurzivnog programiranja, ako su za
neki izbor ratunanja vec¢ izvedena, onda se ona ne ponavljaju ve¢ se koriste ranije
zapamceni rezultati. U mnogim primjerima je dinamicko programiranje efikasno
za nalazenje najboljeg izbora.

Greedy algoritmi prave izbor koji izgleda najbolji u datom momentu. Oni uz-
imaju lokalno najbolji izbor, o¢ekujuéi da ¢e on dovesti i do globalno najboljeg
izbora. Greedy algoritmi ne vode uvijek do optimalnih rjeSenja, ali su efikasni na
velikom broju problema vaznih u praksi.

3.1 Gramzivi algoritmi i problemi optimizacije

Postupak: Neki "lokalni optimum" je izabran i kada se algoritam zavrsi oceku-
jemo da je lokalni optimum jednak "globalnom optimumu". Ako se ne trazi apso-
lutno najbolji odgovor, tada se greedy algoritam koristi za generisanje pribliznog
odgovora. U slucaju da se trazi tacan odgovor, moramo koristiti komplikovanije
algoritme.

Svakodnevni primjeri:

1. Razmjena novcanice.

2. Zacepljenje u saobracaju (Traffic jam): da li uéi u ulicu u kojoj vas mozda
nakon kilometar ocekuje zacepljenje ili se vratiti 5km nazad da bi se izbjeglo
zacepljenje.

3. Pravljenje rasporeda procesa na jednom ili viSe procesora.

Ideju na kojoj se baziraju gramzivi algoritmi ilustrujemo rjeSavajuéi sljedeca dva
zadatka.
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Zadatak 3.1. Neka je zadata matrica A sa realnim, ne-negativnim elementima:

8 6 2
A=14 5 4
3 4 2

Treba izabrati podskup elemenata matrice tako da
(a) u svakoj koloni se nalazi najvise jedan izabrani elemenat
(b) suma izabranih elemenata je najveca moguca.

Zadatak rjesavamo tako S$to biramo najveci element koji mozemo, a da pri tome
ne narusavamo uslov (a). Zaustavljamo se kada ne bude moguce dobavljanje ne-
kog elementa, a da pri tome ne narusimo uslov (a). Algoritmi takvog tipa nazivaju
se gramzivi algoritmi.

Za zadanu matricu algoritam nalazi da je rjeSenje 8 + 6 + 4.

8 6 2
A=|4 5 4
3 4 2
Nije tesko vidjeti da za proizvoljnu matricu sa ne-negativnim elementima, algori-

tam nalazi podskup koji zaista daje optimalno rjeSenje.
Nas$ drugi zadatak je malo drugaciji od prethodnog.

Zadatak 3.2. Neka je zadata matrica A sa realnim, ne-negativnim elementima:

3
A:

6 2

5 4

4 2

Treba izabrati podskup elemenata matrice tako da
(a) u svakoj koloni i u svakom redu se nalazi najvise jedan izabrani elemenat
(b) suma izabranih elemenata je najveca moguca.

Primjenjujudi gramzivi algoritam nalazimo rjeSenje 8 + 5 + 2.

(8 6 2
A= 14 5 4|,
3 4 2

koje nije pravilno, jer je 8 + 4 + 4 = 16 vedi zbir,

8 6 2
A=14 5 4
3 4 2

Postavlja se pitanje kada ¢e gramzivi algoritam dati tacan rezultat. Formuli-
Simo nasa prethodna dva zadatka u opstijem obliku.
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Zadatak 3.3. Neka je dat konacan skup E, familija njegovih podskupova Z C P(E)
i funkcija w : E — RT, gdje je RT skup ne-negativnih realnih brojeva. Naéi podskup
S € T sa najve¢om sumom ) gw(e).

Lako je vidjeti da su zadaci 3.1 i 3.2 specijalni slucajevi zadatka 3.3. Sada
nase pitanje mozemo formulisati tako da pitamo koje uslove treba zadovoljavati

familija 7 da bi gramzivi algoritam davao ta¢no rjeSenje zadatka 3.3
Odgovor je da je par < E,Z > matroid.

Definicija 3.1. Neka je E konacan skup, a T C P(€) familija koja zadovoljava
uslove

M1 DeT
(M2) Akoje AcZ,i BC A,ondajei BeZ

(M3) Za proizvoljine A, B € T, takve da je |B| = |A| + 1, postoji elemenat e € B\ A,
tako da je AU {e} € T.

Par M =< E,T > nagiva se matroid.

Skupove iz 7 nazivamo nezavisnim, a skupove iz P(£) \ Z zavisnim, po ana-
logiji sa linearnom algebrom. Edmonds J. i Rado R. su dokazali (vidi [10], [22])
ako model problema ima strukturu matroida, onda greedy algoritmi uvijek vode
do globalnog rjesenja problema. Ako model problema nije matroid, onda postoji
funkcija w : £ — R* takva da S nije nezavisan skup sa najve¢om teZinom.

3.2 Minimizacija vremena c¢ekanja procesa na jed-
nom ili viSe procesora

Pravljenje rasporeda procesa na jednom ili viSe procesora razmatramo detalj-
nije. U principu su problemi pravljenja rasporeda NP-kompletni.

Zadatak 3.4. Dati su poslovi p1, pa, ..., Pn, koji se zavrsavaju za vrijeme t,ts, ..., ty
respektivno. Imamo jedan procesor. Koji je najbolji nacin da se rasporede ovi poslovi
tako da je srednje vrijeme ¢ekanja minimalno?

posao | vrijeme
pl 15
p2 8
p3 3
p4 10

Prosjetno vrijeme cekanja, ako se poslovi izvode redoslijedom (p1, p2, ps3, p4), je

15+ 23 + 26 + 36 " .. M .
tor = T = 25 (Slika 3.1). Optimalno prosjecno vrijeme cekanja

4
11+ 21
ter = 31421+ 36 = 17.75, ako se poslovi izvode u redoslijedu (ps, p2, pa,p1)

(Slika 3.2).
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P1

D2 p3 2
0 15 23 26 36

Slika 3.1: Jedan prikaz rasporeda poslova

P3 P2 D4 D1

0 3 11 21 36

Slika 3.2: Drugi prikaz rasporeda poslova

RjeSenje problema. Aranziranje po najkra¢im vremenima Cekanja uvijek daje
optimalno rjeSenje.
Dokaz. Neka je raspored p;1, pi2, ..., Din- Prvi posao zavrsava u vremenu t;;. Drugi
posao zavrSava u vremenu t;1 + t;o, tre€i t;; + tio + tis,...

n

n n

C = Z(n —k+ Dtip = (n+1) Zt“" — Zktik Ako je stavljeno x iza y uz
k=1 k=1 k=1

tiz < tiy, tada razmjenom z i y smanjujemo totalno vrijeme ¢ekanja. Zbog toga je

svaki raspored po rastu¢im vremenima suboptimalan. O

Vise procesora. Slicno kao u slu¢aju jednog procesora dokazujemo da se opti-
malna cijena postiZze ako prvom procesoru damo posao sa najmanjim vremenom
¢ekanja, drugom procesoru posao sa najmanjim vremenom Cekanja u preostalim
poslovima, i tako redom, dok ne iscrpimo sve poslove.

posao | vrijeme

pl 3

p2 5

p3 6

p4 10
pd 11
p6 14
p7 15
8 18
29 20

Minimizacija kona¢nog vremena zavrSavanja. Kada ¢e i poslednji posao biti
zavrSen? Prema slici 3.3, u primjerima a i ¢ vrijeme zavr$avanja je 40 i 38, respek-
tivno. Ovaj problem ekvivalentan je problemu pakovanja ranca, pa je prema tome
N P-kompletan (tj. problem minimizacije kona¢nog vremena). U slucaju b sa slike
3.3, minimalno vrijeme izvrSavanja ne moze biti poboljSano, jer su svi procesori
uvijek zauzeti.
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2 D4 p7 P2 P s
P2 D5 ps Do Py
3 be Py b1 p3 2 b7
0356 1316 20 98 34 409 35 9 11619 34
(a) (b)
D1 ps Py
D2 Pa pr
D3 Do P
0356 1415 20 30 34 38

(c)

Slika 3.3: Prikaz rasporeda poslova na viSe procesora

3.3 Huffman-ovi kodovi. Huffman-ov algoritam.

Skup ASCII sastoji se od 100 printabilnih karaktera. [log, 100] = 7, pa je
potrebno 7 bitova za reprezentaciju. Po$to je 27 = 128, imamo i neke neprintabilne
karaktere. Osmi bit je dodat za kontrolu parnosti.

Primjer 3.1. Datoteka sadrzi a, e, 1, s, t, space, newline.

Karakter | Kod | Frekvencija | Broj bitova
a 000 10 30
e 001 15 45
i 010 12 36
S 011 3 9
t 100 4 12
space 101 3 39
new line | 110 1 3
total 174

Problem. Zainteresovani smo za redukovanje duzine datoteke zbog prenosa tele-
fonskom linijom ili zbog smanjenja veli¢ine prostora za zapis datoteke na disku. Je
li moguce uvesti novi kod i tako smanjiti duzinu datoteke i ukupan broj potrebnih
bita?

Odgovor. Da! To je moguce i moZzemo uStedjeti i 25 procenata, a na velikim
datotetkama i do 50 - 60 procenata prostora.

Opsta strategija je da se dozvoli da duzina koda varira od karaktera do karak-
tera i omogucditi da karakteri sa visokim frekvencijom imaju kraé¢i kod. Ako nam
se svi karakteri pojavljuju sa istom frekvencijom, tada vjerovatno nec¢emo imati
velike ustede.



52

Predstavljanje koda drvetom

Slika 3.4: Predstavljanje koda iz primjera 3.1 drvetom

Neka grana lijevo znaci 0, a grana desno znaci 1. Na primjer, na slici 3.4, 010
predstavlja "i". Cijena koda je > d; f;, gdje karakter ¢; ima dubinu d; i frekvenciju
fi. Jeftiniji je donji kod na slici. Kod kod kojeg su vrijednosti samo u listovima,
naziva se prefiksni kod.

Zadatak. Izracunati cijenu kodova u dva drveta data na slici 3.4.

Primjedba. Optimalan kod je predstavljen potpunim drvetom, inace jednog po-
tomka mozemo di¢i na visi nivo i tako smanjiti cijenu, kao u donjem drvetu na
slici 3.4.

Ako su znaci samo na listovima drveta, tada svaka sekvenca moze biti ko-
dirana na jedinstven nac¢in. Na primjer, pretpostavimo da je kodirani string
0100111100010110001000111. Slijedi da 0 nije znak, 01 nije znak, ali 010 pred-
stavlja i, pa je prvi karakter . Tada je 011 s, 11 je nl, a zatim slijede a, sp, t, i, e, nl.
Nijedan od znakova nije prefiks nekog drugog koda znaka. Ako se karakteri poja-
vljuju i u ¢vorovima, tada dekodiranje nije jednoznacno.

Nas$ problem se svodi na nalaZzenje Kompletnog binarnog drveta sa minimalnom
totalnom cijenom, pri ¢emu se svi znakovi nalaze na listovima.

Primjer 3.2. Optimalan prefiksni kod
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Slika 3.5: Drvo optimalnog koda

Karakter Kod | Frekvencija | Broj bitova
a 001 10 30

e 01 15 30

i 10 12 24

S 00000 3 15

t 0001 4 16
space 11 13 26
new line | 00001 1 5
total 146

Razmjenom djece u drvetu, mozemo dobiti razlicite optimalne kodove.

Huffman-ov algoritam.

Huffmanov algoritam ilustrujemo na slikama 3.6, 3.7, 3.8 i 3.9. Neka je C broj
razli¢itih znakova. Svaki znak predstavljamo drvetom i razmatramo Sumu drveta.
Tezina drveta jednaka je zbiru frekvencija njegovih listova. C' — 1 puta izaberemo
dva drveta T i T, sa najmanjom tezinom ( u slucaju jednakih tezina uzimamo
proizvoljno) i formiramo novo drvo sa poddrvetima 73 i 7%. Inicijalno (ulaz) je C
Suma drveta sa jednim ¢vorom za svaki znak. Na kraju (izlaz) postoji jedinstveno
drvo i to je optimalno Huffman-ovo drvo kodiranja.

® OO0 00 ®@
® OO0 © @

Stanje nakon prvog merdzovanja

4

(T
&) @

Slika 3.6: Pocetno stanje i stanje nakon prvog merdZovanja
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Slika 3.7: Stanje nakon drugog i tre¢eg merdzovanja

Ideje za dokaz korektnosti Huffman-ovog algoritma:

1. Drvo mora biti potpuno, inace mozemo jedan list podi¢i na nivo za jedan visi
i smanjiti cijenu.

2. Dva najmanje frekventna karaktera o i 8 moraju biti najdublji listovi. Dokaz
kontradikcijom: Ako « i 8 nisu najdublji listovi, tada to mora biti neko ~, jer
je drvo kompletno. Razmjena (Swaping) v sa « i § smanjuje cijenu drveta!

3. Dva lista iste duZine mogu zamijeniti mjesta ne naru$avajuci optimalnost.
4. Inicijalni korak je dobar.

5. Indukcija kod spajanja drveta. Skica dokaza.
Dokaz korektnosti Huffman-ove konstrukcije je primjer koriStenja matema-
ticke indukcije primijenjene na drveta. Lako se moze prilagoditi za dokaz da
je rekurzivni program za Huffman-ov kod totalno korektan.

Pretpostavimo da su tezine wj,ws,...,w, i da su indeksirane tako da je
w; < we < ... < wy,. PoSto optimalno Huffman-ovo drvo ima n — 1 unu-
tras$njih ¢vorova i n listova, a svaki ¢vor ima nula ili dva sljedbenika, slijedi
da optimalno drvo mora biti potpuno binarno drvo. Optimalno binarno drvo
uvijek moze biti nadjeno, jer je broj potpunih binarnih drveta sa n listova,
konacan. Jasno je da Huffman-ova konstrukcija daje optimalna drveta za
n = 11in = 2. To predstavlja bazu indukcije po broju n tezina ili listova.
Induktivna hipoteza je da Huffman-ova konstrukcija daje optimalna drveta
za svakih n — 1 tezina.
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Slika 3.8: Stanje nakon Cetvrtog i petog merdZovanja

Neka je dato neko drvo Tn sa n listova, u kojem je ¢vor wy +ws, sa listovima
w1 i ws, poddrvo. Neka je T, drvo sa n — 1 listova, dobiveno iz 7T}, zamje-
nom pomenutog poddrveta listom w; + ws. Tada je duzina puta sa tezinama
u T;, jednaka duzini puta sa tezinama od T,,'L_l + (wy + wo).

Obrnuto, ako je dato T,;,l, tada T,, mozemo dobiti iz njega. Dakle, 7;, mora
biti optimalno u odnosu na tezine wy,ws,...,w, ako i samo ako je T;,l
optimalno u odnosu na tezine (w; 4+ ws), ws, . .., w,. Ovo slijedi iz ¢injenice
da neoptimalnost jednog drveta povlaci moguénost da ono moze biti zamije-
njeno optimalnim, a to bi popravilo duzinu puta sa tezinama drugog drveta.

Po induktivnoj hipotezi Huffman-ova konstrukcija daje drvo 7/, , koje ima
n — 1 listova i optimalno je u odnosu na tezine (w; + ws), ws, . . . , w,. Odgo-
varajuce drvo T, sa n listova, je drvo dato Huffman-ovom konstrukcijom za
tezine wy,wy, ..., w,. Posto je T\, , optimalno, to je i T}, optimalno. O

Pitanje. Zasto je ovaj algoritam greedy?

Odgovor. U svakoj fazi mi izvodimo merdz lokalno, bez obzira na globalno stanje.
Pitanje. Ocijeniti sloZenost algoritma.

Odgovor.

1. Ako drveta drzimo na heap-u (priority queue) tada je 7'(C') = O(C'logC),
jer imamo izgradnju heap-a, 2C — 2 brisanja i C' — 2 inserta.

2. Povezana lista reda za Cekanje (Linked list priority queue) daje T'(C) =
O(C?). Posto je u ASCII kodu C malo, kvadratna ocjena je prihvatljiva.

Napomene.
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Stanje nakon konacnog merdzovanja

Slika 3.9: Stanje nakon kona¢nog merdzovanja

1. Kodirana informacija mora biti transformisana na pocetak datoteke, inace je
nec¢emo moci dekodirati. To je slabo i skupo za male fajlove.

2. Algoritam ima dva prolaza. Prvi prolaz utvrdjuje frekvenciju podataka, a
drugi kodira. Dvoprolaznost je skupa za velike fajlove.

3.4 Metoda "penjanja uz brdo"("Hill Climbing").
Problem prelaska pustinje dzipom

Algoritam "Hill Climbing" daje neki "lokalni optimum" za koji ocekujemo da je
jednak "globalnom optimumu". Ako apsolutno najbolje rjeSenje nije tacno, tada se
"hill climbing" koristi za generisanje pribliznog rjesenja (Slika 3.10).

U slucaju da se trazi tac¢no rjeSenje, tada "hill climbing" algoritam treba pobolj-
Sati do ta¢nog algoritma. Ovdje metodu ilustrujemo primjerom prelaska pustinje
dzipom.

f(z)

Slika 3.10: Metoda "Hill Climbing" (penjanje uz brdo)
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Primjer 3.3. Pustinja je duga 1000km. DZip trosi 1l benzina na 1km. Neka na po-
Cetku pustinje postoji neogranicena koli¢ina goriva i neka je dozvoljeno praviti skla-
dista goriva na proizvoljno izabranom mjestu u pustinji. Naci minimalnu koli¢inu
goriva potrebnu da dZip predje pustinju, ako dZip mozZe nositi maksimalno 500! go-
riva.

Rjesenje.

- 1000km
500km
4+ 4 5001
X
+ B
i
3 {__C
z
- D
A1 ‘0km

Slika 3.11: Skica rjesenja problema skladista

1. Neka dzip iz poslednjeg skladista A uzme dovoljnu koli¢inu goriva za dola-
zak do kraja pustinje. Koriste¢i princip optimalnosti zakljucujemo da skladi-
Ste A mora sadrzati 500! benzina.

2. Skladiste A punimo koristeéi skladiSte B, udaljenosti xkm od skladista A.
Da bi smo u A mogli uskladistiti 500! benzina moramo imati u B (3z + 500)!1
benzina. Zbog optimalnosti dzip u svakoj turi nosi maksimalnu koli¢inu od

500! benzina. To nam daje jednac¢inu 3z + 500 = 1000 za tacku B, pa slijedi

da je tako maksimizirano x = %

y y " . 500 .
3. Sli¢no za tacku C dobijamo 5y + 1000 = 1500, odakle je y = = Dalje je

500
= — itd.
z 7 1

Konaé¢no imamo:

(500 + 2 +y + 2 + ...) = 1000

500 500 500

— t— 4+ ——+..)=1
(500 + % A+i 3 i+ - + ...) = 1000
500(1 + 3 + 3 + 7 +...) = 1000 tj.
u+1+1+1+ ) =2
C o3 5 77

Optimalnost algoritma.

Broj skladista i koli¢inu benzina u njima odredjujemo iz broja ¢lanova harmonij-
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skog reda ¢iji zbir po prvi put premasi 2, znaci

(1+1+1+1+1+ ! + 1)
3 5 7 9 11 13”7
Navedeni dokaz optimalnosti je heuristicki. Formalan dokaz je tezak. Narocito je

teSko formalno dokazati da je nadjena koli¢ina od 3837, 5! minimalna. O



Glava

Aproksimativni algoritmi

Veliki broj, ako ne i ve¢ina problema optimizacije koje u praksi treba rijesiti,
su N P-teski. Iz teorije sloZenosti slijedi da je nemoguce naci efektivan algoritam
za takve probleme, osim ako je P = NP, §to teSko moze biti ta¢no. Ovo ne
odstranjuje potrebu za rjeSavanje tih problema. Primijetimo da N P-teZina znaci
samo, ako je P # NP, onda ne postoji algoritmi koji ¢e nadi tatno optimalna
rjeSenja za sve instance problema u vremenu koje je polinomijalno u odnosu na
duzinu ulaza. Ako oslabimo posljednji zahtjev, onda ¢e jo$ uvijek biti moguce
rijesiti problem na dovoljno prihvatljiv nacin.

Postoje tri mogucnosti za slabljenje pomenutih zahtjeva poslije kojih problem
moze biti na zadovoljavajuéi nacin rijeSen u praksi:

e Heuristike sa super-polinomijalnim vremenom slozenosti
e Stohasticka analiza heuristika
e Algoritmi aproksimacije

U ovoj glavi ¢emo oslabiti zahtjev za nalazenje optimalnog rjeSenja i zado-
volji¢emo se pribliznim rjeSenjem. U praksi je obi¢no tesko nadéi razlike izmedju
optimalnog rjeSenja i rjeSenja koje je blisko optimalnom. To nas dovodi do pojma
"aproksimativnog" rjeSenja problema optimizacije. Neki problemi su jednostavni
za aproksimaciju, kao problem pakovanja ranca, pravljenje rasporeda i pakova-
nje u binove. Neki su problemi tako teski da je za njih tesko nadi i vrlo slabu
aproksimaciju. Takvi su problem bojenja grafova, problem trgovackog putnika i
problem klike. Postoje i problemi koji izgleda imaju srednju sloZenosti , kao $to su
pokrivanje grafa vrhovima, problem trgovackog putnika u Euklidovom prostoru
ili Stajnerova drveta. Za neke probleme je lako objasniti zbog ¢ega im se lako
nalaze aproksimativna rjeSenja, ali je ve¢ina N P-kompletnih problema jo$ uvijek
misterija.
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4.1 Pravljenje rasporeda: minimizacija kona¢nog
vremena cekanja. Problem pakovanja ranca

Neka su dati poslovi p1, pa, ..., p, S8 Vremenima izvrSavanja ¢, to, ..., t,, respek-
tivno. Treba naci raspored izvr$avanja poslova koji ¢e minimizirati neku zadatu
funkciju. U sekciji 3.2 opisali smo i rijesili problem minimizacije srednjeg vremena
¢ekanja na jednom ili viSe procesora.

U problemu minimizacije konac¢nog vremena izvrsavanja trazi se raspored u
kome c¢e vrijeme izvrSavanja i posljednjeg procesa biti minimalno(optimalno).
Mada je po formulaciji posljednji problem sli¢an prethodnom, pokazuje se da je
on zapravo mnogo tezi. Ovaj problem je NP - kompletan jer je ekvivalentan pro-
blemu pakovanja ranca. U 3.2 dali smo ilustraciju problema optimizacije kona¢nog
vremena izvrSavanja za jedan specijalni slucaj.

Napominjemo da mi razmatramo nonpreemptivne rasporede, to jest, ako je
neki posao pocet, tada se on izvrSava do kraja i to bez prekida. Umjesto problema
pakovanja ranca mi razmatramo ekvivalentan problem pakovanja u bin-ove (ku-
tije, korpe). Dacemo aproksimativno rjeSenje problema pakovanja u kutije (bin-
ove). Aproksimativni algoritmi su brzi u odnosu na optimalne, ali ne daju uvijek
optimalno rjesenje. Dokazujemo da nasa rjeSenja nisu daleko od optimalnih.

Dato je n komada kapaciteta sy, ss, ..., s,. Svi komadi zadovoljavaju 0 < s; < 1.
Problem pakovanja u binove je problem pakovanja svih komada u $to manji broj
kutija (binova) kapaciteta 1.

Primjer 4.1. Neka su zadati komadi s; = 0.2,s5 = 0.5,s3 = 0.4,84 = 0.7,85 =
0.1,s6 = 0.3, sy = 0.8. Jedan od nacina pakovanja u binove By, By i B3 pokazan je
na sljedecoj slici.

0.8 0.3 0.5
B[ 0.7 |By[ 0.1 |Bs
0.2 0.4

Razlikujemo on-line i off-line algoritme pakovanja u binove. On-line problem
trazi da svaki komad mora biti ubacen u kutiju prije nego $to slede¢i komad bude
pokazan i vidjen. U Off-line problemima ne moramo raditi nita prije nego $to svi
komadi budu ucitani i vidjeni.

4.2 On-line algoritmi: Pakovanja u binove

Definisacemo N P-tezak problem optimizacije i objasniti dva pojma aproksima-
cije.

Definicija 4.1. Problem optimizacije II opisujemo sa sljedeée tri komponente:
e Predmeti D su skup ulaznih predmeta.

e Rjesenje S je skup svih dostignih (feasible) rjesenja I € D.
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e Vrijednost f je funkcija koja dodjeljuje vrijednost svakom rjesenju, to jest f :
S(I) = R.

e Maksimizacija problema II. Neka je dat I € D. Nadi rjeSenje o}, € S(I)
tako da je

(Vo € D(I))(f(o5p) = f(0))
Sli¢no se definiSe minimizacija problema.

Sljedeci primjer ilustruje definiciju.

Pakovanje u binove (BP). Neka je dat skup predmeta, veli¢ine izmedju 0 i 1.
Treba upakovati predmete u binove jedini¢ne dimenzije tako da broj upotrijeblje-
nih binova bude minimalan. Drugim rije¢ima

e Predmeti. [ = {51, s9,..., sy}, takvi da je (Vi)(s; € [0, 1]).

e Rjesenje. Skup podskupova o = {By, Ba,..., B}, koji je disjunktna parti-
cija I, tako da (Vi)(B; CI) i) ,cps; < 1.
e Vrijednost. Vrijednost rjeSenja je broj iskoristenih binova ili f(o) = |o| = k.

Nasa namjera je da pokaZzemo da je neki problem N P-tezak, a da onda na-
djemo aproksimativno rjeSenje toga problema. Dajemo sljedece potrebne defini-
cije pojmova svodljivosti i aproksimativnog algoritma.

Definicija 4.2. Ako je neki N P-tezak problem odlucivosti 11, polinomijalno svodljiv
na nalazenje rjesenja problema optimizacije I, onda je 1o N P-teZak.

Definicija 4.3. Aproksimacioni algoritam za optimizacioni problem I, je algori-
tam polinomijalne vremenske sloZenosti takav da za ulaz predmeta I za 11, daje neki
izlaz o € S(I), gdje je S(I) skup rjeSenja problema. Sa A(I) oznatavamo vrijednost
f (o) rjesenja dobivenog pomocu A.

Definicija 4.4. Apsolutno aproksimirajuéi algoritam je algoritam polinomijalne
vremenske sloZenosti za problem 11, takav da za neku konstantu k > 0 vrijedi

(VI € D)|A(I) — OPT(I)| < k.

Poznato je da je bojenje planarnih grafova sa 3 boje N P-tezak problem. Ta-
kodje je poznato da se svaki planarni graf moze obojiti sa 5 boja. Razmotrimo
sljededi algoritam A koji boji planarne grafove. A prvo ispita je li graf 2-obojiv,
to jest, je li graf bipartitan i rac¢una bojenje sa 2 boje, ako je to moguce. Inace, A
nalazi trivijalno bojenje u 5 boja. To znaci da A nikada ne koristi vise od 2 dodatne
boje. Sada mozemo formulisati teoremu:

Teorema 4.1. Neka je dat proizvoljan planarni graf G. Performanse aproksimacio-
nog algoritma A su takve da je |A(G) — OPT(G)| < 2.
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Apsolutne garancije performansi su vrlo pozeljne, ali izgleda malo vjerovatno
da se mogu dobiti takve garancije za bilo koju interesantnu klasu teskih problema
optimizacije. Izlaz je u oslabljenju zahtjeva u definiciji " dobrog" algoritma aprok-
simacije i uvodjenju relativno garantovanih performansi. To nas dovodi do defi-
nicije koli¢nika performansi R4 (I) za aproksimacioni algoritam A. Kao motivaci-
oni primjer navodimo pravljenje rasporeda na viSe procesora i koristimo ga kao
osnovu za definisanje relativnih garancija performansi. Zanimljivo je da ¢itava
oblast aproksimacionih algoritama ima korjen u radu [12], u kome je dat Graha-
mov algoritam "list scheduling".

Uzimamo najprostiju verziju problema pravljenja rasporeda na vise procesora.
Na ulazu je dato n poslova Py, P, ..., P,. Svaki posao ima odgovarajuce vrijeme
izvodjenja t1,to, . .., t,, pri ¢emu je svaki ¢;, (1 < i < n), racionalan broj. Poslovi
se rasporedjuju na m identi¢nih masina ili procesora i cilj je da se minimizira
konacno vrijeme izvodjenja. Poslove pridjeljujemo masinama na online nacin.
Aktuelni posao dodjeljuje se masini koja je u tom momentu najmanje zauzeta.
Skup svih dostiznih rjeSenja se sastoji od svih particija n poslova u m podskupova,
a vrijednost nekog rjesenja je maksimum vremena izvodjenja nad svim vremenima
izvodjenja tih podskupova. Poznato je da je problem N P-kompletan ¢ak i u slucaju
m = 2. Oznacimo opisani algoritam sa A. Tada vaZi sljede¢a teorema.

Teorema 4.2. Neka A oznacava algoritam rasporeda. Tada za sve instance I ulaza,
vazi

A, 1

OPT(I) =" m

Osim toga, ovo ogranicenje je precizno, u smislu da postoji instanca I*, za koju je

X . AT 1
3I* tako da je OPT(I) <2 —-
Dokaz. Prvo ¢emo dokazati gornju granicu koli¢nika. Bez gubitka opStosti mo-
Zemo pretpostaviti da nakon dodjele svih poslova masina M; ima najvece optere-
¢enje. Opterecenje L oznacava vrijeme ukupnog izvodjenja svih poslova dodijelje-
nih masini M;. Neka je P; posljednnji posao koji je dodijeljen masini M, .
Tvrdimo da ukupno opterec¢enje svake masine nije manje od L — ¢;. Tvrdnja
vaZzi zbog toga $to u trenutku kada je posao P; bio dodijeljen M;, maSina M; je
bila najmanje opterec¢ena i imala je opterecenje L — ¢;. Odatle slijedi da je

n
> ti >m(L—t)) +t;.
i=1

i t
Ali, posto je OPT'(I) > =2— jer neki procesor mora imati toliko opterecenje na

m

kraju izvodjenja i posto je i A(I) = L, slijedi

OPT(I) > (L —t;) + %ﬂ > A(D - (1— L),

m
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PoSto neki proces mora uraditi posao P;, slijedi da je OPT(I) > t;, a to daje
trazeni rezultat.

Da je koli¢nik dostignut dokazujemo konstrukcijom instance I*. Uzimamo n =
m(m — 1) + 1. Neka svaki od (n — 1) poslova ima vrijeme izvodjenja 1, a posljednji
posao ima vrijeme izvodjenja ¢,, = m. Odatle slijedi da je OPT(I*) = m dok je
A(I*) = 2m — 1, §to daje traZzeno donje ogranicenje koli¢nika. O

Definicija 4.5. Neka je A aproksimacioni algoritam za problem optimizacije I1. Ko-
licnik performansi R4 (1), algoritma A za istancu I kao ulaz, je definisan sa
A(I)
Ra(l) = —+—
all) OPT(I)
u sluc¢aju problema minimizacije II.
Sa druge strane, ako je 11 problem maksimizacije, onda je odnos performansi

OPT(I)
A
Napomena. U drugom dijelu definicije 4.5 uzimamo recipro¢nu vrijednost da bi
koli¢nik bio manji od jedinice. Sto je koli¢nik bliZe jedinici to je aproksimativni
algoritam bolji.

Rezultati dokazani u teoremi 4.2 motivisu nas da uvedemo sljedeée definicije:

R4(T)

Definicija 4.6. Apsolutni koli¢nik performansi R4 aproksimativnog algoritma A, za
problem optimizacije 11 je

Ry =inf{r|Ra(I) <r, zasvako I € D}.

Primjer 4.2. LPT algoritam je algoritam rasporedjivanja koji prvo uredi poslove
u opadajuéem redoslijedu prema njihovim vremenima izvodjenja, a zatim nastavlja
dalje isto kao gore opisani algoritam Grahama.

1

m’

Primjer 4.3. Za algoritam Grahama imamo Ry = 2 —

Zadatak 4.1. Dokazati da za LPT algoritam vrijedi Rppr = § — 5.
Definicija 4.7. Asimptotski kolicnik performansi RS, nekog aproksimativnog algo-
ritma A, za problem optimizacije 11, je

RY =inf{r|3N, takav da je Rao(I) < rzasve I € Dy sa OPT(I) > Ny.}

Definicija 4.8. Najbolji ostvariv koli¢nik performansi R,y (II) za optimizaci-
oni problem II, definise se kao Ry (I1) =

= inf{r > 1|3 algoritam A polinomijalne vremenske sloZenosti za Il sa Ry < r}

Pokazujemo da On-line algoritmi pakovanja u binove ne mogu uvijek dati od-
govor koji je optimalan. Cak ako mu dozvolimo neograniteno ra¢unanje, on-line
algoritam mora smjestiti komad prije nego Sto razmotri sljede¢i komad. Situaciju
ilustrujemo sljedeéim primjerom :
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Primjer 4.4. Neka su I} = {i1||i1] = % —¢e}, |L| = mily = {ig]ia] = %+5}
, Il =m, 0 < & < 0.01. Neka je I = I U I, gdje je U operacija konkatenacije
(dopisivanja)nizova.

1. Pretpostavimo da postoji optimalan algoritam A koji pakuje niz I optimalno
u m kutija, tako da jedan bin izgleda kao na slici.

+e€

I
2
1
2

2. Neka je J = I;. Niz J moZe biti upakovan u ] kutija, ali ¢e se optimalnim
algoritmom A pakovati isto kao i prije niz I, dakle u m kutija.

Iz (1) i (2) slijedi da ne postoji optimalan on-line algoritam za pakovanje u
binove.

Dajemo sljedec¢u kvantitativnu ocjenu.

Teorema 4.3. Postoji ulaz koji forsira on-line algoritam pakovanja u binove da ko-
risti najmanje % od optimalnog broja binova.

Dokaz.
Neka je m € 2N, a niz I kao u primjeru 4.4. Pretpostavimo suprotno.

1. Nakon m komada A koristi b binova, a optimalno je 3.
Na osnovu pretpostavke slijedi %” < % i odatle 6b < 4m.

2. Nakon 2m komada svi su komadi upakovani. Svi binovi nakon b—tog sadrze
najvi$e jedan komad, jer su svi 3 — e komadi upakovani u b binova.
= Trebamo 2m — b binova vise = 2= < 4 = 6b > 4.

Zakljuci pod (1) i (2) su u kontradikciji i to dokazuje tvrdnju. O

Postoje tri algoritma, jednostavna za implementaciju, koji garantuju ne vise od 2 *
(optimalan broj binova) : "NEXT FIT", "FIRST FIT", "BEST FIT". Razmotri¢emo ih u
sljede¢im primjerima.

4.2.1 "Next fit" pakovanje

Algoritam Next fit (sljede¢i odgovarajuci): Komad se stavlja u istu kutiju kao
i prethodni, a ako to nije moguce stavlja se u novoformiranu kutiju.

Teorema 4.4. Neka je m optimalan broj kutija potrebnih za pakovanje niza I ko-
mada. "Next fit" algoritam ne koristi vise od 2m binova. Postoji i niz I* na kome
NF algoritam koristi 2m — 2 binova (kutija).
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Dokaz. B; i Bjy; sadrze komade sa zbirom ve¢im od 1 - inace bi svi komadi iz
njih stali u jedan bin. Primijenjeno na sve parove susjednih binova daje dokaz, jer
najvise pola prostora moze biti izgubljeno (nepopunjeno).

Za dokaz drugog dijela teoreme prikazujemo optimalno pakovanje niza I*, a
zatim "next fit" pakovanje koje zauzima 2m — 2 binova.

Primjer 4.5. Dajemo primjer optimalnog pakovanja niza I* (gornja slika) i "next
fit" pakovanja niza I* (donja slika), pri éemu je I' = (0.5, 2,0.5, 2, ...)

2
05 |p [05] |2 |5
0.5 05 |7 itl
2
2
Optimalno pakovanje niza I*
Prazan Prazan
N Bi---| 3 By
0.5 0.5
"Next fit" pakovanje niza I* O

4.2.2 "Best fit" pakovanje

Algoritam "Best fit" (najbolje smjesStanje): Umjesto stavljanja u prvi bin (ku-
tiju, korpu, boks), trazi se bin u koji komad najbolje pasuje ("tijesno pasuje").

Primjer 4.6. "Best fit" za niz [0.2,0.5,0.4,0.7,0.1,0.3,0.8]

Prazan

0.1 Prazan 0.3 Prazan
05 P04 (Pro7 P08 P
0.2

Bez dokaza navodimo da "best fit" u najgorem slucaju trosi 1.7 od optimalnog
broja binova.
Jednostavan je za kodiranje ako trebamo 0(n log n) vrijeme izvodjenja.

4.2.3 '"First fit" pakovanje

Algoritam "First fit" (Prvi odgovarajuci)
"First fit" strategija skenira binove (kutije,korpe,boksove) i smjesta novi komad u
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prvu pregradu (prvi bin) sa dovoljno mjesta da se prihvati. Nova kutija se kreira
samo ako prethodne kutije ne mogu da prihvate element.

Primjer 4.7. "First fit" za niz [ 0.2,0.5,0.4,0.7,0.1,0.3,0.8 |

Prazan Prazan Prazan Prazan
0.1
05 P03 | Bs Ba
0.2 0.4 0.7 0.8

Teorema 4.5. Neka je m optimalan broj binova za pakovanje niza L.

1
1. Tada "First fit" koristi manje ili jednako od [1gm—‘ binova.

1
2. Postoji niz koji zahtijeva l%(m — 1) binova.

Dokaz. Ovdje izostavljamo dokaz (1)
(2) Za ilustraciju dajemo sljedeci primjer: Neka u nizu I imamo

6m komada duzine 1 + ¢
6m komada duzine % +e€
6m komada duzine 1 + ¢.

Lako se vidi da optimalno imamo 6m binova, svaki za sve tri vrste elemenata.
"First fit" koristi 10m binova umjesto 6m.

Prazno Prazno
1
?—F&‘
7 + €
z+e |OdBidoB,, -
1
?+€
?4’6
7 + €

Prazno

Wl
_|_
)

Od Bm+1 do B4m s

wliH
+
m

Od Bym+1 do Biom

+e€

(ML
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Napomena. Praktitna mjerenja pokazuju da u slucaju vrijednosti uniformno
rasporedjenih u intervalu [0, 1], za "first fit" trebamo oko 2 posto viSe binova nego
optimalno.

4.3 Off-Line algoritmi: "First fit decreasing"
U off-line obradi korisno je elemente sortirati prije rasporedjivanja u binove.

Za "First fit" algoritam sortiramo u opadaju¢em (decreasing) poretku, a za "best
fit" zgodnije je sortirati elemente u rastu¢em (increasing) poretku.

Primjer 4.8. "First fit" za niz (0.8,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1)

0.2 0.3 0.1
0.8 |[B1| 0.7 |B2| 0.4 |B3
0.5

Zelimo dokazati da "first-fit" decreasing algoritam koristi najvise 47#3*1 binova,
ukoliko optimalno pakovanje koristi m binova.

Lema 4.1. Neka n elemenata niza sortiranog u opadajuéem poretku imaju duZine
81, ..., Sy 1 pretpostavimo da se optimalno mogu smjestiti u m binova. Tada svi ko-
madi koji se smjestaju u dodatne binove po principu "first fit" decreasing imaju duzinu
manju ili jednaku %.

Dokaz. Dokazimo da za s; element koji je prvi smjeSten u m + 1—om binu vazi
|si| = %

Pretpostavimo da je | s; |> 3. Tada je svaki od s1,s2,...,5-1 > % jer su sorti-
rani u opadaju¢em poretku. Zbog toga svaki od binova By, ..., B,, imaju najvise
dva elementa.

Neka postoje B, i B, takvida je 1 <z < y < m ineka suu B, dva komada z; i
z2, au B, jedan komad y;. Tada (x1 > y1 Az > 8;) = 1 + 22 > y1 + 8.

Iz zakljuc¢ka implikacije slijedi da s, moZe biti smjeS$ten u B,, Sto je suprotno
pretpostavci.

Slijedi da moramo prvo imati niz binova sa po jednim komadom, a zatim ide
niz binova koji sadrze po dva komada. Neka je prvih j, a drugih m — j. Neka su
s1,...,5; po jedan u binu, a sj41, Sj42,...,5—1 U m — j binova, po dva komada
zajedno = 2(m — j) je ukupan broj komada u tih m-j binova. Sada slijedi da se ne
mogu svi elementi staviti u m binova, Sto je kontradikcija. O

Lema 4.2. Broj objekata u dodatnim binovima najvise moze biti m — 1.

Dokaz.
Pretpostavimo, suprotno tvrdnji, da u dodatnim binovima imamo > m komada
(elemenata niza). Posto se optimalno svi elementi niza sy, ..., s, mogu smjestiti u
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n
m binova, to je _ s; < m. Sa druge strane, ako oznac¢imo
i=1

*7 | x;, akojes; udodatnom binu(ima ih > m po pretpostavci)

n m m m
imamo da je ) s; > Y w; + Y x; > > (w; + ;) = w; +x; > 1, inace bi
i=1 j=1 j=1 =1
n m
x; moglo biti smjeSteno u B; = > s; > > 1 > m Kontradikcija! Time je lema
j=1 j=1
dokazana. O

Teorema 4.6. Neka je m optimalan broj binova za pakovanje niza I elemenata

binova.

. . . i dm+1
81, ..., Sn. Tada "first-fit" decreasing ne treba vise od

Dokaz. m-1 elemenata veli¢ine koja je < 1
= treba < [™:1] ekstra binova. = Ukupan broj binova je najvife [47=1]

3
4ng+1‘| .

OIA

Teorema 4.7. Neka je m optimalan broj binova potrebnih za pakovanje niza I =
<$17 892, uuy 8n>

1. Tada "first fit" decreasing ne koristi vie od 4m +4 binova

2. Postoji niz koji za FFD trazi %m binova.

Dokaz. (2) Neka je niz I dat na sljeded¢i nacin:
1 4 ¢ — 6m elemenata

1

= + 2 — 6m elemenata

t

7 + & — 6m elemenata

% — 2¢ — 12m elemenata
Na gornjoj slici imamo optimalno pakovanje niza I, Sto sa F'F'D pakovanjem na
donjoj slici dokazuje nasu tvrdnju.

12
i— 2¢e
i—2
1+2¢ | By, ..., Bonm Bém1s -y Bom
i+25
%—Fé‘
i+25

Optimalno pakovanje niza /
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Prazan

i+25

N|—
+
™

Bi, ...

) Bﬁm

Prazan

N
+
o

N
+
()

1
14‘8

Bemy1s -

"First fit decreasing" pakovanje niza I

Zadatak 4.2. Nadi R4 koli¢nike, gdje je algoritam

) BSm

3-2
12
31— 2
1-2

Bsm+1, .-, Biim

A € {"next fit”, "best fit”, " first fit"},

algoritam pakovanja u binove (a) u "on-line" verziji, (b) u "off-line"verziji.






Glava

Metoda "Backtracking"
(pretrazivanje sa vracanjem)

Kada dobijemo posao da konstruiSemo algoritam za nalazenje rjeSenja nekog
specificnog problema, obi¢no ne pocdinjemo sa primjenom nekih utvrdjenih pra-
vila, ve¢ pokusavamo metodu probe i greSaka kombinovanu sa metodom razbija-
nja problema na module i podmodule. Interesantno je pokusati generalisati takav
pristup da bi se dobila "opsta metoda" za rjeSavanje bilo kojeg problema. Parcijalni
poslovi povezani sa razbijanjem na module ¢esto su prirodno predstavljeni rekur-
zijom i sastoje se od kona¢nog broja podposlova. Citav proces moze biti vidjen kao
proces probe ili pretrazivanja koji postepeno pravi i podsijeca drvo podposlova. U
velikom broju problema ovo drvo raste veoma brzo, najée$ée eksponencijalno, za-
visno od zadatih parametara, $to komplikuje pretrazivanje. Ponekad, koriStenjem
heuristika, drvo pretrazivanja moZze biti podsjec¢eno i redukovano do prihvatljivih
granica, ali najcesce za ulaz velike dimenzije nije praktic¢no.

U ovoj glavi diskutujemo opste principe razbijanja poslova rjeSavanja problema
u manje poslove, primjenu metode probe i greSaka i moguénost primjene rekurzije.

5.1 Pretrazivanje lavirinta

Jedan od nacina pretrazivanja lavirinta bez rizika da se zaluta primjenjivao se
jo$ u antickim vremenima i poznat je iz mita o Tezeju i Minotauru. Sastojao se
u tome da se pri kretanju kroz lavirint razmotava klupko konca. Konac garantuje
da uvijek mozemo izadi iz lavirinta, ali mi smo zainteresovani da prodjemo svaki
dio lavirinta i da pri tome ne ponavljamo nijedan put ako to nije neophodno. Za
postizanje toga cilja mi ne¢emo koristiti konac, nego ¢emo razviti druge metode
koje se mogu implementirati na racunaru. U novije vrijeme je razvijena tehnika
pretrazivanja u dubinu (DF'S) (vidi [9]) kao metoda za skeniranje kona¢nog, ne-
orijentisanog grafa. Inace je ideja algoritma pretrazivanja u dubinu poznata od
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devetnaestog vijeka kao metoda za pretrazivanje lavirinta. Razvili su je Tremo
(Trémaux) i kasnije Tari (G. Tarry). Algoritam pretrazivanje u dubinu je specijalan
slucaj algoritma Tari. Dodatna struktura pretrazivanja u dubinu ¢ini tu tehniku
tako korisnom.

Pretpostavimo da je dat konacan, povezan graf G = (V, E) koji ¢emo zvati
lavirint. Startujudi iz jednog vrha Zelimo pro¢i po granama, od vrha do vrha,
posjetiti sve vrhove i onda stati. Trazimo algoritam da garantuje da ¢e cio graf
biti skeniran bez nepotrebnog lutanja po lavirintu i da ¢e procedura omoguditi
da se vidi kada je posao zavrsen. Pri tome, na pocetku Setnje u lavirintu ne zna
se nista o strukturi lavirinta i nije moguce planiranje obilaska unaprijed. Odluka
o pravcu kretanja mora biti donesena "on line". Koristi¢cemo markere koje ¢emo
postavljati u lavirintu da nam pomognu da prepoznamo kuda se vratiti na mjesto
koje smo ranije posjetili i da nam pomognu u donos$enju odluke kuda i¢i dalje.
Markiracemo prolaze, naime spojeve grana sa vrhovima. Ako je graf predstavljen
listom incidencije, tada se svaka grana pojavljuje dva puta u listi incidencije njena
dva kraja kao dva njena prolaza. Dovoljno je koristiti dva tipa markera, F' za prvi
prolaz koriSten da se posjeti vrh i ' za bilo koji drugi prolaz koriSten da se napusti
vrh. Nijedan marker se ne mijenja i ne briSe. Kao Sto se lako vidi, nema koriStenja
memorije, osim za markere na prolazima i za izvrSenje algoritma. Drugim rije¢ima,
potezi su kontrolisani kona¢nim automatom.

Dajemo pseudokod algoritma.
function Tremauz(G,s){
v =s;
while((3 nemarkiran prolaz u v) ili (u v 3 prolaz markiran F))
if (Gnemarkiran prolaz na granu v = u){
markiraj prolaz od e na v sa E
if (u nema markirane prolaze){
markiraj prolaz od e na u sa F;
v =u};
else markiraj prolaz od e na u sa E;
else (postoji prolaz u v markiran sa F{
koristi prolaz markiran sa F za prelaz na susjedni vrh u
v =u}

}

Zadatak 5.1. 1. Nacrtati neki konacan povezan graf (G,V) i provjeriti na njemu
rad algoritma Tremaux(G,s).

2. Dokazati da Ce algoritam Tremo zavrsiti rad u vrhu iz kojeg je startovao i pri
tome ée svaku granu grafa G obiéi po jednom u oba smjera.

3. Implementirati algoritam Tremo u nekom programskom jeziku visokog nivoa.

Na drvovidnoj strukturi pretrazivanja u dubinu zasniva se tehnika pretraziva-
nja sa vra¢anjem.
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Ideju pretrazivanja sa vracanjem (backtracking) ¢emo lako objasniti i na kla-
sicnom primjeru izlaska iz lavirinta (slika 5.1). Nas$ je cilj da iz nekog zadatog kva-
drata dodjemo u drugi zadati kvadrat premjeStajuci se postepeno po kvadratima.
Problem je u tome $to u nekim kvadratima postoje pregrade koje onemogucuju
prolaz. Jedan od nacina prolaska kroz lavirint je kretanje od pocetnog kvadrata

Kraj

)

K

?

Pocetak

Slika 5.1: Primjer lavirinta

po sljedeca dva pravila.
1. U svakom kvadratu izabrati jo$ neiskoriSten put.

2. Ako iz kvadrata razmatranog u datom trenutku ne vode neiskoriSteni pu-
tevi, tada se treba vratiti jedan korak nazad po zadnjem predjenom putu, po
kojem smo usli u kvadrat.

Sustina pretrazivanja sa vra¢anjem sastoji se u tome da produzavamo put dok
je moguce, a kada nije moguce, vratimo se po putu i pokusamo drugi izbor po
najblizem putu, ako takav izbor postoji.

Backtracking mozemo predstaviti drvetom pretrazivanja (slika 5.2) tako da
¢vor drveta predstavlja dato stanje, a grane drveta predstavljaju korake iz datog
stanja u sljedec¢a stanja. Tada drvo pretrazujemo po putevima oznacenim ispre-
kidanim linijjama. Na nekom nivou biramo rjeSenja d; uz pretpostavku da su
dyds ...d;_; izabrani na prethodnim nivoima. Predstavnike koji ne odgovaraju
odbacujemo, to jest podrezujemo drvo.

U najopStijem sluCaju pretpostavljamo da se rjeSenje sastoji od vektora
(a1,as,...,a,), konatne, ali nedefinisane duzine, koji zadovoljava dodatna
ograniCenja. Pri tome je svako a; iz nekog linearno uredjenog skupa A;. Na
taj nacin pri iscrpnom pretrazivanju mozemo razmotriti sve elemente skupa.
A x Ay x ... x A;, i=0,1,2,... kao moguca rjeSenja.
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- Pocetak

Izbor L1

Izbori zalLl,L2,
ako je izabrano L1

Izbori zaL1,12, 13,
ako je izabranoL1,12

Izbori zaL1,12,13, L4,
ako je izabrano L1, 12,13

Slika 5.2: Drvo pretrazivanja sa vracanjem

Za polazno rjeSenje biramo prazan vektor () i na osnovu postojec¢ih ogranicenja
nalazimo elemente iz A; koji su kandidati za a;. Oznacicemo taj skup sa S;. Za a;
uzimamo najmanji elemenat iz S;. Rezultat je parcijalno rjeSenje (aq).

Uopste, razli¢ita ogranicenja koja opisuju rjesenja, govore nam iz kojeg skupa
Sk C Ay uzimamo kandidate a;, za parcijalno rjeSenje (a1, as, ..., ax—1).

Ako parcijalno rjeSenje (a1, as,...,ar—1) ne mozemo rasiriti dodavanjem ele-
menta ay, tada je S, = (. U tom slucaju se vraéamo i biramo novi element ay_1.
Ako ni izabrani a1 ni izabrani Sy, ne daju moguénost rasirenja, vracamo se jo$
jedan korak nazad i biramo element a;_5 € S;_» i tako dalje.

5.2 Problem osam kraljica

Primjenjujemo opisanu metodu na rjeSavanje problema osam kraljica. U op-
Stem problemu treba na sahovsku tablu dimenzije n x n postaviti $to viSe kraljica
tako da ni jedna ne napada drugu.

Posto kraljica napada sva polja u koloni (stupcu),u redu i na dijagonali na
kojoj se nalazi, jasno je da mozemo postaviti najviSe n kraljica koje jedna drugu
ne napadaju. Problem se svodi na:

1. Postavljanje kraljica na ploc¢i tako da jedna drugu ne napadaju.
2. Ako rjesenje postoji, onda naci ukupan broj rjesenja.

U svakoj koloni moze se nalaziti tatno jedna kraljica, a to znaci da rjeSenje
mozemo predstaviti vektorom (aq, as,...,a,) u kojem je a; broj reda kraljice iz
kolone i.

U svakom redu mozZe postojati tatno jedna kraljica pa ¢ # j = a; # a;. Kraljice
ne smiju jedna drugu napadati po dijagonali i zbog toga moramo imati |a; — a;| #
ji—jlza’i # j.

Da bi smo u ovom problemu dodali ay u (a1,as2,...,ar—1) jednostavno pore-
dimo ay, sa svakim a;, ¢ < k. Uvijek je S,,+1 = 0 za plo¢u n x n. Ilustrujmo i
slikama 5.3 backtrack na ploci 8 x 8.
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Slika 5.3: Postavljanje kraljica na plo¢i 8 x 8 metodom backtrackinga

Jedan algoritam grube sile provjerava (’f) nacina na koje se n kraljica moze
postaviti na plo¢u n x n (oko 4.4-10° za n = 8) i bira iz njih one koji zadovoljavaju
uslove.

Druga ideja mogla je koristiti ¢injenicu da svaka kolona sadrzi najvise jednu
kraljicu, $to bi dalo n™ moguéih poloZzaja za istraZivanje (za n = 8 oko 1.7 - 107).
Ako primijetimo da nikoje dvije kraljice ne mogu biti u jednom redu, to znaci
da vektor (aq,...,a,) mora biti permutacija (1,...,n) Sto daje n! mogucnosti (za
n = 8 oko 4.0 - 10* moguénosti).

Na kraju, posto dvije kraljice ne mogu biti na jednoj dijagonali, broj mogu¢-
nosti se skracuje jo$ viSe (za n = 8 na oko 2056 mogucénosti Sto je racunarski
prihvatljivo).

Proces skrac¢ivanja u problemu sa kraljicama moZemo produziti i dalje. Dva
rjeSenja moZemo smatrati ekvivalentnim ako se jedno od njih prevodi u drugo
pomocu niza rotacija i/ili simetrija.

Ako utvrdimo postojanje kraljice u ¢osku table, tada ta kraljica napada sve
ostale ¢oSkove. Zbog toga nema rjeSenja u kojem je kraljica postavljena u viSe
nego jednom cosku. Ako je nadjeno rjesenje u kojem je kraljica na polju (1, 1),
tada ono moze biti prevedeno rotacijama i/ili simetrijama u ekvivalentno rjeSenje
u kojem je polje (1,1) prazno. Uopste, ako nadjemo sva neekvivalentna rjeSenja,
tada mozemo konstruisati i sva ostala rjeSenja.

Sljedece usavrsavanje odnosi se na spajanje grana drveta. Ako primijetimo da
su dva poddrveta izomorfna, dovoljno je razmotriti samo jedno od njih.

Metoda preuredjenja drveta korisna je u sluc¢aju u kojem neka rjeSenja imaju
slican izgled. Drvo mozemo preurediti da prije svega pretrazimo takva rjeSenja.

Metod dekompozicije je razbijanje problema na niz problema uz moguce kori-
Stenje metoda rekurzije i/ili dinamic¢kog programiranja.

Rjesenje problema komponuje se od rjeSenja podproblema.

Za implementaciju naseg algoritma kljuc¢na je procedura u kojoj ispitujemo u
kojem retku k—te kolone stoji kraljica. U grubim crtama ta procedura izgleda na
sljedeéi nacin :

boolean flag=true ;
int i=1 ;
while (i<k && flag)
{ if (a_i=a k) || (la_i-a_k|=li-k|)
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then flag=false;
i=i+l

}

Uz koriStenje ove procedure program traZenja rjeSenja u problemu n kraljica
mozemo skicirati na sljedeéi nacin :

s_1=1;
k=1;
while k>0
{ while s_k <= n
{a_k = s_k;
s_k = s_k + 1;
while (s_k <=n && kraljica ne mo\v{z}e biti
u redu s_k kolone k)
{s_.k = s_k + 1} ;
if k = n then zapisati rjesenje
(a_1,...,a_n) }
k=k+1;
s_k=1;
while(s_k<=n && kraljica ne mo\v{z}e biti
u redu s_k kolone k)
{s_k=s_k+1}
}
k=k-1;
}

U ovom programu, umjesto ¢itavog skupa s, ¢uva se samo minimalan element
sg. Provjera uslova Sy # () odgovara uslovu s < n. Posto s,, 1 nije manje od n+ 1
to je S,41 uvijek prazan skup.

Dajemo za ilustraciju neka detaljna rjeSenja problema n kraljica. Ideje ovih rje-
Senja razlikuju se u nekoj mjeri od ideja za rjeSavanje koje smo prethodno izlozili.
Drugo rjeSenje dato je prema ideji iz knjige N. Wirth-a. Stare varijante programa
su testirane na TURBO C++, v.6.0 i daju rjeSenja za n < 70, ali smo ih u ovom
izdanju zamijenili varijantama prilagodjenim novijim kompajlerima.

#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>

int a[30],count=0;

int mjesto(int pos)//u zavisnosti od pozicije
{

int i;

for(i=1;i<pos;i++)

{
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if ((a[i]l==a[pos]) || ((abs(a[i]l-a[pos])==abs(i-pos))))
return O;
}
return 1;
}
void ispis_rjesenja(int n)//broj kraljica
{
int i,j;
count++;
printf ("\n\nRjesenje #)d:\n",count);
for(i=1;i<=n;i++)
{
for(j=1;j<=n;j++)
{
if(alil==3)
printf ("Q\t");//oznacimo kraljicu
else
printf ("*\t");
}
printf ("\n");
}
}
void kraljica(int n)//trazenje rjesenja- procedura
{
int k=1;
al[k]=0;
while(k!=0)
{
alk]l=alk]+1;
while ((a[k]<=n)&&!'mjesto(k))
alk]++;//odgovara pozicija
if (a[k]<=n)
{
if (k==n)
ispis_rjesenja(n);//nadjeno rjesenje printamo,
//1i nastavljamo pretragu
else
{
k++;
a[k]=0;

int main()

{

int i,n;
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kraljica(8);

printf ("\nRjesenja=%d",count) ;
getch();

return 0;

}

Program za n kraljica koji umjesto rekurzije koristi stekove.

/*EightQueens Program koristi dva steka. Stekovi su
implementirani kori\v{s}tenjem nizova */

# include <stdio.h>
# include <stdlib.h>
# include <time.h>

typedef struct { int x,y;
} position ;
void SolveProblem(int n);
int N=0;
int main()
{printf ("\nVELICINA ( N ) za NxN tablu :");
scanf ("%d",&N) ;
printf ("\nIn Koordinate kraljica na tabli N su dati sa (Row,Col)
printf ("\none su numerisane od 1 - N :\n");
SolveProblem(N) ;
getchar();
system("pause") ;
return 0;
}
void SolveProblem(int n)
{
int counterl,counter2=-1,counter3=-1;
static int counter=0,choice;
int d4[100][3]1={0};
int *stack2;
position Positionl,Position2,Position3;
position *headl=(position *)malloc(n*n*sizeof (position));
stack2=(int *)malloc(n*sizeof (int));
for (counterl=n-1;counter1>=0;counteri--)
{ Positionl.x=0;
Positionl.y=counteril;
headl [++counter2]=Positionl;
};
while (counter2>=0){ Positionl=headl[counter2--];
while (counter3>=0 && Positionl.x<=counter3){
Position2.x=counter3;
Position2.y=stack2[counter3--];
d[Position2.y] [0]=0;
d[Position2.x+Position2.y][1]=0;

2"
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d[Position2.x-Position2.y+n] [2]=0;};
stack2[++counter3]=Positionl.y;
d[Positionl.y][0]=1;
d[Positionl.x+Positionl.y][1]=1;
d[Positionl.x-Positionl.y+n] [2]=1;

if (counter3==n-1)
{
counter++;
printf ("\nSOLUTION # %d:",counter);
for(counter1=0;counteri<=counter3;counteri++)
printf (" (%d,%d) " ,counterl+l, stack2[counterl]+1);
if (counter?10==0)
{printf ("\nEnter 1 to Continue , O to end.");
scanf ("%d",&choice) ;
if (choice==0)
exit (0);
};
Position2.x=counter3;
Position2.y=stack2[counter3--];
d[Position2.y] [0]=0;
d[Position2.x+Position2.y][1]1=0;
d[Position2.x-Position2.y+n][2]=0;}
else{for(counteri=n-1;counter1>=0;counteri--)
if(d[counter1] [0]==0 && d[Positionl.x+1+counteri][1]==
&& d[n+Positionl.x+1-counteri] [2]==0)
{Position3.x=Positionl.x+1;
Position3.y=counterl;
headl[++counter2]=Position3;
};
}

Dajemo jo$ jedan program Damel.cpp (ime definiSe ulaznu tacku za konzolne
aplikacije). U pitanju je pretezno C++ kod. Ako se umjesto cout i cin ubace printf
i scanf, program moZze da prodje kao C kod. Ovo bi trebala da bude jedna od brzih
implementacija koja rjeSava problem kraljica na Sahovskoj tabli (iako izgleda malo
duza)jer ima samo jednu petlju po pozivu funkcije. U programu se koriste staticke
promjenjive (mozda bi bilo bolje da su dinamicke), ali poenta algoritma nije u u
tome.

// Izgled main funkcije (_tmain) je do Visual C++ kompajlera

#include <stdafx.h>
#include <iostream>
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using namespace std;
int const MAX = 64;

// velicina table
int tabvel;

// kolone u kojima je dama
bool kolone[MAX];

// diagonala u kojima je dama; dijagonale su kodirane kao:
//RED - KOL + (VELICINA - 1) zbog toga sto nizovi moraju
//poceti od nule

bool diag[2 * MAX - 1];

// anti dijagonale u kojima je dama; kodirane su kao: RED + KOL
bool antidiag[2 * MAX - 1];

// matrica sluzi samo za lakse iscrtavanje rjesenja,
//nema uticaj na algoritam

bool matrica[MAX] [MAX];

// ukupan broj rjesenja

int brres;
//
char ch;

void PrikaziResenje(void)

{

brres++;

cout << endl << "Rjesenje " << brres << "." << endl << endl;
for (int red = 0; red < tabvel; red++)

{

for (int kol = 0; kol < tabvel; kol++)

{

if (matricalred] [koll)
cout << " x ",

else

cout << " — u;

3

cout << endl;

}

if ((brres % 10) == 0)
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{

cout << endl << "Jos rjesenja (d)7 ";
cin >> ch;

if (ch '= °d?)

exit(0);

}

}

void DameRek(int red)

{

// ako smo uspjeli da postavimo N dama onda ispisujemo rjesenje
if (red == tabvel)

PrikaziResenje();

else

{

for (int kol = 0; kol < tabvel; kol++)
{

//redovi se ne provjeravaju jer uvijek stavljamo damu u sljedeci red

if ('kolone[kol] && !diagl[red - kol + (tabvel - 1)]
&& 'antidiaglred + koll)

{
// stavljanje nove dame na tablu
matricalred] [kol] = true;
kolone[kol] = true;
diag[red - kol + (tabvel - 1)] = true;
antidiag[red + kol] = true;

DameRek (red + 1);

// skidanje dame sa table

matricalred] [kol] = false;

kolone[kol] = false;

diag[red - kol + (tabvel - 1)] = false;
antidiag[red + kol] = false;

}

}
}
}

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[])
{

// pocetna inicijalizacija nizova
for (int 1 = 0; i < 2*MAX-1; i++)

{
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tabvel = 0;
if (i < MAX)
{

kolone[i] = false;

for (int j = 0; j < MAX; j++)
matricali] [j1 = false;

}

diag[i] = false;

antidiag[i] = false;

}

cout << "Dimenzija table?:
cin >> tabvel;

n.
2

// dame se stavljaju na tablu pocev od prvog reda
//(prvi red ima indeks 0)

if (tabvel > 0)

DameRek (0) ;

cout << endl << "Kraj";
cin.get(Q;
cin.get(Q;
return 0;

3

Zadatak 5.2. Napisati program koji rjeSava problem n kraljica na sahovskoj ploci
koristeli:

1. BF'S tehniku petragivanja.
2. eliminacione heuristike,
3. programski jezik Prolog.

Problem n kraljica. Koliki je maksimalan broj kraljica koje se mogu postaviti na
$ahovsku plo¢u n x n tako da "nikoje dvije" ne napadaju jedna drugu?

Odgovor : Na plo¢i n x n moZe se postaviti n kraljica koje ne napadaju jedna
drugu.

Broj nacina na koje se n kraljica mogu postaviti na plocu n x n da ne napadaju
jedna drugu je (1,0,0,2, 10, 4,40, 92, 352, 724, 2680, 14200, 73712, 365596, 2279184, . . .
zan=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, . ..

Na slici 5.4 je dato 12 neekvivalentnih rjeSenja problema kraljica na sahovskoj
plo¢i za n = 8. Od njih se rotacijama i simetrijama dobijaju svih 92 rjeSenja.

Na slici 5.5 dat je minimalan broj kraljica koje zauzimaju (napadaju) sva polja
ploce 8 x 8.

Algoritmi rjeSenja problema n kraljica se ¢esto koriste kao benchmark za ispi-
tivanje efikasnosti novih kompajlera i debagera.
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Slika 5.4: Dvanaest osnovnih rjeSenja problema 8 kraljica na tabli 8 x 8

Termin "backtrack" uveo je americki matematicar D. H. Lehmer 1950 g. Jezik
za procesiranje stringova SNOBOL je prvi imao ugradjene mehanizme za pretra-
Zivanje sa vraanjem.

Pretrazivanje sa vracanjem se moZe primijeniti samo na probleme koji dozvo-
ljavaju mogucnost parcijalnih rjeSenja, a pri tome postoji relativno brz test koji
odredjuje kada ce se do¢i do konacnog rjesenja. U neuredjenom skupu backtrac-
king je cesto puno brzi nego algoritam grube sile koji rjesava problem enumera-
cijom svih kandidata, jer koriste¢i metodu backtrackinga mozemo u jednom testu
eliminisati veliki broj kandidata.

Problemi na koje se prirodno primjenjuje metoda pretrazivanja sa vra¢anjem
najces¢e su N P-kompletni. Pokazali smo da je algoritam sortiranja sa vremenom
T(n) = O(n?), lo§ algoritam za sortiranje, ali bi bilo koji polinomijalni algori-
tam za problem trgovackog putnika, problem pakovanja ranca, ili za bilo koji
N P-kompletan problem, predstavljao veliko otkrice.

Uspjeh u rjesavanju instanci male dimenzije N P-kompletnih problema ne
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Slika 5.5: Primjer pet kraljica koje pokrivaju sva polja na tabli 8 x 8

smije nas odvesti na pogresan zakljucak da je pretrazivanje sa vracanjem efika-
sna tehnika. U najgorem slu¢aju ono moze generisati sve moguce kandidate u
eksponencijalno ili jo§s brze rastu¢em prostoru. Za uspjeSan rad se ocekuje da Ce
algoritam biti u mogu¢nosti da odsijece dovoljno grana njegovog prostor-vrijeme
drveta prije nego $to mu nestane vremena ili memorije. Uspjeh algoritma varira
ne samo od problema do problema, nego i od sluc¢aja do slucaja jednog te is-
tog problema. Postoji nekoliko trikova koji nam pomazu da redukujemo duzinu
drveta prostora-vremena. U slucaju n kraljica na Sahovskoj tabli problem ima ne-
koliko simetrija koje nam dozvoljavaju da refleksijom ili rotacijom iz jednih rjeSe-
nja dobijemo druga. Na primjer, ne moramo razmatrati postavljanje prve kraljice
u zadnjih |n/2] kolona, jer svako rjeSenje sa prvom kraljicom u pravougaoniku
(1,4), [5] < i < n, moze se refleksijom dobiti iz rjeSenja u kome je prva kra-
ljica u pravougaoniku (1,n — ¢ 4+ 1). Zahvaljujuéi ovoj ¢injenici moguce je skratiti
prostor-vrijeme drvo za polovinu. Drugi trikovi se najc¢eSée zasnivaju na sortiranju
i uopste, rearanziranju podataka.

Ocjenu veli¢ine drveta algoritma za pretrazivanje sa vracanjem je vrlo tesko
dobiti analiticki. Jedna od ideja za ocjenu duzine drveta algoritma za pretraziva-
nje zasniva se na uzimanju sluc¢ajnog puta u drvetu i ra¢unanju njegove duzine.

Razmatranja na tu temu mogu se naci u [15].

5.3 Rekonstrukcija polozaja
tacaka iz datih rastojanja

Backtracking je korisan alat za rjeSavanje problema sa ogranicenjima, kao $to
su razne slagalice, verbalni aritmeticki problemi, sudoku i razne igrice. Pogodan
je kao tehnika za parsiranje, za rjeSavanje problema pakovanja ranca i drugih
problema optimizacije u kombinatorici. Pretrazivanje u jezicima logickog progra-
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miranja Cesto se bazira na backtrackingu. U ovoj sekciji ¢emo, koriste¢i metodu
pretrazivanja sa vra¢anjem, pokazati algoritam za rjeSavanje problema rekonstruk-
cije polozaja tacaka iz datih rastojanja. Algoritam ima vaZne primjene u fizici i
molekularnoj biologiji.

Ako je dato n razlicitih tacaka p1, pa,- - -, pn, tada one odredjuju n(n — 1)/2
rastojanja |z; — x;|, ¢,j € {1,--- ,n}, i # j (Slika 5.6).

Py P2 P3 P4 T Pn

x1 =0 xa 3 4 Ty

Slika 5.6: Rastojanja tacaka na pravoj
Postavljamo direktan i obrnut problem.

e Direktan problem. Date su tacke pi, ps,- - , pn. SKup rastojanja dy, ds, - - - di
moZemo konstruisati za T = O(n?) vrijeme. Za T = O(n?logn) moZzemo
dobiti ova rastojanja sortirana.

e Obrnut problem. Data su rastojanja dy, ds, - - - di. Treba konstruisati skup
tacaka p1, p2,- -, Pn, koji im odgovara.

Pokazuje se da je obrnuti problem tezi od direktnog problema. MnoZenje i
faktorizacija brojeva je analogni primjer u kojem je rekonstrukcija teza od kon-
strukcije.

Razmotrimo primjer u kojem je skup rastojanja dat sa
D =1{1,2,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6,7,8,10}. Ovdje je |D| = 15, odakle imamo da je
n = 6. Startujemo sa z; = 0. Jasno je da je z¢ = 10, jer je 10 najvece rastojanje u
D (Slika 5.7).

x =0 x5 =10

Slika 5.7: Pocetna faza rjeSavanja

Sada mozemo izbaciti 10 iz skupa D, paimamo D = D —{10}. Drugim rije¢ima
D = {1,2,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6,7,8}. Posto je max(D) = 8, slijedi daje x5 = 2
ili x5 = 8. Bez gubitka opStosti uzimamo x5 = 8, jer z» = 2 daje simetricno
rjeSenje. Sada imamo (Slika 5.8) zg — x5 = 2, x5 — x1 = 8, pa prelazimo na
D=D-1{2,8} ={1,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6, 7}.

x =0 T5=8 x5 =10
Slika 5.8: Slucaj x5 = 8

Maksimalno rastojanje u skupu D je sada max(D) = 7. Slijedi da je x4, = 7 ili
x9 = 3. Odatle zaklju¢ujemo da razdaljine xg — 7 = 31 x5 — 3 = 1 moraju postojati
u D, sto je zaista tako. Sa druge strane, ako stavimo zo = 3, tada rastojanja
3 —x1 =3, x5 — 3 =5, moraju biti u D. To je takodje tac¢no.
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r1=0 x4 =T x5 =8 26 =10

Slika 5.9: Sluc¢ajza x4 = 7

Probamo x4 = 7 (Slika 5.9).

Sadaje D = {2,2,3,3,4,5,5,5,6}. Zbog toga imamo =y = 0, x4 = 7, x5 = 8,
x¢ = 10. Najvece preostalo rastojanje je 6. Odatle slijedi da je x3 = 6 ili x5 = 4.

Ako pretpostavimo da je x3 = 6, onda slijedi da je x4 —x3 = 1, $to je nemoguce,
jer 1 nije viSe u D.

Ako pretpostavimo da je x5 = 4, onda slijedi da je zo — 29 = 4, x5 — x5 = 4,
Sto je takodje nemoguce, jer se 4 pojavljuje samo jednom.

Posto nismo uspjeli sa x4 = 7, probamo z» = 3 (Slika 5.10). Ako i ovo ne daje
rjeSenje, saopsticemo da rjeSenje ne postoji.

21 =0 29 =3 x5 =8 26 =10

Slika 5.10: Slucaj za x5 = 3

Sadaje D ={1,2,2,3,3,4,5,5,6}, akandidatisu x4 = 6iz3 = 4. Slucajaxz =4
je nemogu¢! Ako uzmemo x4 = 6, onda dobivamo D = {1,2,3,5,5} (Slika 5.11).

z1 =0 T2 =3 x4 =6 x5 =8 x5 = 10
Slika 5.11: Slucaj za 4 = 6

Jedina preostala moguénost je x3 = 5 i ona rje$ava problem, jer je D = ) (Slika
5.12).

@z =0 @y =3x3=5x4=0 x5 =8 x6 = 10

Slika 5.12: Sludaj za D = ()

Sada ¢emo napisati pseudo-kod, a zatim i kod za implementaciju opisanog
algoritma. Korisno ¢e nam posluziti i slika 5.13.

/% Pseudo—kod za implementaciju algoritma odredjivanja
tacaka iz datih rastojanja */
int r_distance (int x[], dist_skup D, unsigned int n)

{
x[1] = 0;
x[n] = delete_max(D);
x[n—1] = delete_max(D);
if (x[n] — x[n-1] in D)
delete (x[n] — x[n—1]1, D);
return stavi(x, D, n, 2, n — 2);}
else

return FALSE;
¥
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/+ Backtracking algoritam za postavljanje tacaka %/

/+ x[lijevi] ... x[desni] */

/% x[1] ...x[lijevi — 1] i x[desni + 1] ... x[n] su
vec postavljene. Ako postavi() vrati tacno, tada ce
x[lijevi] ... x[desni] imati vrijednost

*/

int postavi(int x[], dist_set D, unsigned int n,
int Lijevi, int Desni)
{ int d_max, found = FALSE;
if D == \emptyset then
return TRUE;
d max = find _max(D);

/+ Provjeri x[Desni] == d_max */

if (| x[j] — d_max | in D za svako 1 <= j < Lijevi
i Desni < j <= n)
{
x[Desni] = d_max;
for (1<= j < lijevi, Desni < j <= n)
delete (|x[j] — d max |, D);
found = postavi (x, D, n, lijevi, Desni);

if (!found) /xBacktrack x*/
for ( 1<=j < lijevi, Desni < j <=n)
/% vrati obrisane x/
insert( |x[j] — d_max|, D);

/+ Ako je propao prvi pokusaj, pokusati
x[Lijevi] = x[n] — d_max */

if (!found && ( \x[n] — d_max — x[j]] in D
za svako 1 <= j < Lijevi i Desni < j <=n ))

x[Lijevi] = x[n] — d_max;

for (1 <= j < lijevi, Desni < j <=n)
delete ( |x[n] — d max — x[j]|, Desni);

found = postavi(x, D, n, + 1, Desni);

if (!found) /% Vrati pobrisano x/
for (1< Lijevi, Desni < j <= n)
insert (|x[n] — d max — x[j]]|, D);

return found;
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Slika 5.13: Drvo algoritma za dobivanje tacaka iz datih rastojanja



Glava

Strukture podataka

U kompjuterskim naukama je generalno prihvaceno da su strukture podataka
od vitalnog znataja u programiranju. Ipak, koncenzus misljenja nije dostignut. Ce-
sto se u programerskoj praksi strukture podataka ne tretiraju na pravi nacin, a tek
su u savremenim jezicima implementirani alati za rad sa strukturama podataka.
Medju teoreticarima programiranja bilo je puno pokusaja da se definiSe semantika
programskih konstrukcija, kao Sto su veze, procedure, korutine, paralelni procesi
i druge konstrukcje. Dosadasnje formalne teorije struktura podataka daju alate
koji omogucuju identifikovanje (specifikaciju) struktura podataka, ali po pravilu
im nedostaju alati za dokazivanje osobina programa.

Ovdje predstavljamo elemente prakti¢ne specifikacije struktura podataka, a ta-
kodje dajemo rudimente aksiomatskog zasnivanja apstraktnih tipova podataka.
Veze izmedju specifikacije struktura podataka i osobina programa ovom prilikom
nismo eksplicitno razmatrali.

6.1 Dinamicke strukture podataka

Tipi¢cna implementacija dinamic¢kog skupa:
Svaki element je predstavljen nekim objektom, a polja tog objekta mogu biti po-
sjeena i manipulisana pomoc¢u pokazivaca na objekat.
Razlikujemo:

KEY (kljuc)

Satelitski podaci

U naSoj implementaciji ne¢emo koristiti satelitske podatke.

Operacije

Na dinamickim strukturama razlikujemo dvije grupe operacija:

Queries (upitne, selektorske) operacije i

Modifikatorske operacije.

Search(S,k) je operacija koja vrac¢a key[z] = kili NIL.
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Insert(S,x) ubacuje element x u skup S.
Delete(S,x) briSe element z iz skupa S.
Minimum(S) vra¢a minimum S.
Maximum(S) vraca najveéi element iz S.
Successor(S,x) vra¢a NIL ili elemenat neposredno veéi od x.
Predecessor(S,x) vra¢a NIL ili elemenat neposredno manji od x.
Dajemo sljedece primjere:
Rjecnik (Dictionary)
Rjecnik je struktura za konacne skupove sa operacijama: insert, delete, member.
Rjecnici su jedna od najcesée prisutnih struktura. Koristimo ih kada god:

e pitamo je li neki elemenat iz univerzuma u datom konac¢nom skupu,
e prosirujemo konacan skup ubacivanjem novog elementa ili
e briSemo neki elemenat iz kona¢nog skupa.

Postoje brojni primjeri primjene rje¢nika, kao na primjer u sistemima biblioteka,
kontroli sadrzaja memorije, i tako dalje. Takodje postoje strukture koje su prosire-
nje strukture rjecnika.

Rjecnici formiraju apstraktan tip podataka posto oni mogu biti implementirani
na razlicite nacine. Ovdje cemo opisati algebarsku strukturu rjec¢nika, ali ne¢emo
razvijati formalizovanu teoriju te strukture. Sli¢tno ¢emo postupiti i sa drugim
strukturama.

Definicija 6.1. Algebarska struktura se naziva rjecnik kada god se njen nosac sastoji
od dva disjunktna skupa E, S koji se nazivaju sorte, a ima sljedeée operacije: empty :
S — By, member : E xS — By, insert : E xS — S, delete : E xS — S,
amember : S — E. Pri tome je amember parciijalna operacija definisana akko njen
argument nije prazan, a struktura zadovoljava sljedeée postulate:

(P1) (—empty(s) = member(amember(s),s)),

(P2) empty(s) akko ne postoji elemenat e takav da je member (e, s),,

(P3) za svako s instrukcija s := delete(amember(s),s) moZe biti ponovljena
samo konacan broj puta dok s postane prazan,

(P4) za svako e € E, za svako s € S

member (e, insert(e, s))

—member (e, delete(e, s)),

(P5) za svako e, e ,s

(¢ # e = (member (e, s) = member(e ,insert(e, s))))

(P6) za svako e, e ,s

(¢ # e = (member(e,s) = member(e , delete(e, 5)))).

Rjecnik ¢emo zadavati kao strukturu
< EU S, empty, Insert, Delete, Member, amember >,

pri ¢emu je skup FE U S nosac strukture i na njemu su zadate navedene operacije.
U izlaganju ne¢emo razvijati pojam polisortnih struktura, ali ¢emo ga koristiti u
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primjerima i smatrati da je poznat iz matematicke logike.

Stek (Stack , LIFO) je struktura sa "Last In First Out" ("zadnji u prvi iz ") osobi-
nom. Univerzum strukture podataka stek sastoji se od dva disjunktna skupa F i S.
Elemente S nazivamo stek, dok ¢e elementi E biti jednostavno nazivani elementi.
Osnovne relacije i operacije na sistemu stekova su sljedece:

= identitet u E,

empty, poseban podskup od S, empty C S,
push : Ex S — S,

pop: E xS — S,

top : S —empty — E.

Svaki slican relacioni sistem sa slicnom signaturom ¢emo zvati sistem podataka
stekova ako zadovoljava sljedece uslove:

(P1) Za svaki stek s postoji neka iteracija pop operacija takva da je rezultat
prazan stek (Vs € S)(3i € N) empty(pop(s).

(P2) Za svaki neprazan stek s imamo: s je jednakopush(top(s), pop(s)), za
svaki elemenat e i svaki stek s.

(P3) e = top(push(e, s)).
(P4) s je jednako pop(push(e, s)).
(P5) —empty(push(e, s)).

Stek se moze se zadati nosacem E U S i operacijama na skupu E U S, kao
uredjena sedmorka

< EUS, length, push, pop, top, bottom, empty > .

Operacija push odgovara operaciji Insert i stavlja element na vrh steka.
Operacija pop odgovara operaciji Delete i briSe element sa vrha steka.
Operacija top daje vrh steka.

Operacija bottom daje dno steka.

Operacija empty ispituje da li je stek prazan.

Za operacije empty, push i pop u listingu je naveden pseudo-kod.

Na slici 6.1 je prikazana implementacija steka S [1...top [S]] listom i operacija
top na steku. Sa slike se mogu vidjeti i sljedec¢e operacije na steku:

S [1] - (dno steka, bottom),
S [top] - vrh steka
top [S] = 0, prazan (empty) stek

Ako na popunjen stek pokusamo staviti novi element, onda ¢emo dobiti poruku
o gresci stack overflow. Sli¢no, ako sa praznog steka pokusamo skinuti element,
onda ¢emo dobiti poruku o gresci stack underflow.
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spsfef2]o [ 1 | < o

spisfe]alofizls] T | < wopises

Spsjej2]o |7 I I I < top[S]=5

Slika 6.1: Operacija top na steku

STACK_EMPTY (S)
if top[S]=0
then return TRUE
else return FALSE
PUSH(S, x)
top [S]<—top[S]+1
S[top[Sll<—x
POP(S)
if STACK EMPTY(S)
then error "underflow"
else top[Sl<—top[S]-1
return S[top[S]+1]

Red za cekanje (Queue, FIFO), je struktura sa "First In First Out" ("prvi u prvi
iz") osobinom. Red za ¢ekanje moZe se opisati kao struktura

< F U@, em, enqueue, dequeue, first > .

Ako varijable sorte E ozna¢imo sa e, ¢, ..., a varijable sorte Q sa ¢, ¢ , q1, - . .,
onda specifi¢na signatura teorije i tumacenje na modelu koji se sastoji od nizova,
moZe biti dato sa:

em : @ — By, em(s) znaci da je niz prazan,

inqueue : £ x Q — @, dodaje element e u niz s na kraj niza,

dequeue : Q — @, briSe prvi elemenat iz s,

first : Q — FE, daje prvi elemenat niza s, ako niz s nije prazan,

=p E x E — By, je jednakost na F,

=0 @ x Q — By, je jednakost na Q.

Aksiome reda za ¢ekanje:

Ax1 while —em(q){q = dequeue(q) }return true,

Ax2 (em(q) = (¢ =q dequeue(inqueue(e, q)))),

Ax3 (—em(q) = inqueue(e, outqueue(q)) =g dequeue(inqueue(e, q))),

Ax4 (em(q) = (e =g first(inqueue(e,q)))),

AX5 (mem(q) = first(inqueue(e,q)) =g first(q)),

Ax6 —em(inqueue(e, q)),
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AX7 ¢ =q ¢ = {01 = ¢;q2 = q ; bool = true;
while —em(q1) A —em(g2) A bool{
if first(q1) # first(gz) then bool = false;
q1 = dequeu(q1); g2 = dequeu(gz);
¥
¥

return (bool A em(q1) A em(qz))

Pri tome operacija enqueue odgovara operaciji Insert i umece element na kraj
reda za Cekanje, a operacija dequeue odgovara operaciji delete i briSe element sa
pocetka reda za Cekanje. Na slici 6.2 prikazana je implementacija reda za ceka-
nje koristenjem liste. U listingu je naveden pseudo-kod za operacije enqueue i
dequeue.

head[Q] =7 tail|Q] = 12

tail|Q] = 3 head(Q] =6

Slika 6.2: Implementacija reda za ¢ekanje pomocu liste
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Enqueue (Q, x)

Ql[tail [Q]] <— x
if tail [Q]=length[Q]

then tail[Q] <— 1

else tail [a] <—tail [a]+1
Dequeue (Q)
x <— Q[head[Q]]
if head[Q]=length[Q]

then head[Q] <— 1

else head[Q] <— head[Q]+1
return x

6.2 Povezane (linkovane) liste

Povezane liste su linearno uredjeni objekti. Razlikova¢emo jednostruko pove-
zane, dvostruko povezane i cirkularne liste. U dvostruko povezanoj listi imamo
sljedece operacija next[x] i prev[z]. Na slici 6.3 prikazana je dvostruko povezana
lista sa dodavanjem elementa 25 na glavu i brisanjem elementa 4 iz liste. Primje-
¢ujemo da

e Ako je prev[xz] = NIL, onda je x pocetak liste.
e Ako je head[L] = NIL, onda je lista L prazna.

Razmatra¢emo sortirane i nesortirane liste.

LIST_ SEARCH (L,x)
x <— head[L]
while x< >NIL and key[x]<>k
do x <— next [x]
return x

Slozenost trazenja elementa liste je u najgorem slucaju (worst case) T'(n) =
O(n).

prev key next

head[L] i- 16 - 4 - 1
seacti—o[Z125] FF L] F—F Lol ¢ LT 3211 {/]

et 2] FF ] FF 6] FE 11 17]

Slika 6.3: Dvostruko povezana lista

Navodimo i proceduru LIST INSERT(L,x) za umetanje u listu L elementa
x, kao i proceduru LIST DELETE(L,x) za brisanje elementa « iz liste L.
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LIST_INSERT (L, x)
next[x] <— head[L]
if head[L]< > NIL
then prev[head[L]] <— x
head[L] <— x
prev[L] <— NIL

LIST DELETE (L,x)
if prev[x]< >NIL
then next[prev[x]]<—next[x]
else head[L]<—next[x]
if next[x]< >NIL
then prev[next[x]]<—prev[x]

U najgorem slucaju, slozenost umetanja u listu ili brisannja iz liste, je T'(n) =
O(n).

6.3 Granicnici (Sentineli)

U sljedecem primjeru opisujemo brisanje iz liste koristec¢i granicnik sentinel.

LIST DELETE’_(L,x)
next[prev[x]]_<—_next[x]
prex[next[x]]_<—_prev[x]

Granicnik (Sentinel) je uvedeni element da olaksa rad sa grani¢nim vrijedno-
stima. Na primjer, ako pretrazujemo listu i ne nadjemo vrijednost, zaustavi¢emo
se na graniciku (sentinelu).

Primjer 6.1. Na slici 6.4 je prikazano koristenje sentinel elementa u radu sa dvo-
struko povezanom listom. Sa nil[L] smo oznacili NIL objekat.

®  piipr) 7]2s 9 16 1
© 5 19 16 4 1
@ [ 25 9 16 4

Slika 6.4: Rad sa listom koristenjem grani¢nog (sentinel) elementa
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Navodimo procedure LIST SEARCH'iLIST INSFERT' koje, koriste¢i gra-
ni¢nik (sentinel) pretrazuju listu L i umecu u listu L elemenat .

LIST _SEARCH’

X _<—_next[nil[L]]
while_x<_>_nil[L]_and_key_[x]<_>_k
do_x<—next[x]

return_x

LIST_INSERT’_(L,x)
next[x] _<—_next[nil[L]]
prev[next[nil [L]]] _<—_x
next[nil [L]]_<—_x
prev[x]_<—_nil[L]

6.3.1 Implementacija pointera i objekata matricom

Na slici 6.5 prikazana je implementaciju pointera matricom. Indeks glave je
zapisan u varijabli L. U svakoj koloni se nalaze indeks sljedeceg elementa, kljuc i
prethodni element.

Al

index next
Glave 3 / 2
uvarL
key 411 16 19
512 7 /
prev

Slika 6.5: Implementacija pointera matricom

6.3.2 Implementacija pointera
jednodimenzionalnim nizom

Na slici 6.6 dat je primjer implementacije pointera nizom. Ideja je da se indeks
glave zapiSe u varijablu L, a da se onda u tri polja, pocevsi od indeksa glave,
napisu klju¢, indeks sljedbenika i indeks prethodnika glave. Zatim se isto radi sa
poljem sljedbenika i tako redom.
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Jice
l

12345678 910111213 1415 1617 1819 20 21
UL [ [lohal o] [ [ o]+l [ [ hofsal/]

Slika 6.6: Implementacija pointera jednodimenzionalnim nizom

6.3.3 Alociranje i oslobadjanje elemenata.

Garbage collector-i vode racuna o neiskoriStenim lokacijama i vraéaju ih u evi-
denciju slobodne memorije. Na slikama 6.7, 6.8 i 6.9 pokazano je upravljanje
slobodnom i zauzetom memorijom pomo¢u dva pokazivaca.

ﬁ@“‘) { 8 # 5 & %8

S

SIS 3 |/ //8/ | s s
key 4 11 16 19
prev 5 12 7 g

Slika 6.7: Tabela za alociranje i oslobadjanje memorije

Slobodni (free) objekti su u jednostruko povezanoj listi slobodna lista.

Sa slika se vidi da su nam potrebni samo next i head pokazivaci da bismo vodili
evidenciju slobodne memorije.

Slobodna lista je stek. Na slici 6.10 smo prikazali programe zauzimanja i oslo-
badjanja memorije u racunaru, a zatim smo naveli njihove listinge.

U sljede¢em programu je slozenost T'(n) = O(1).

ALLOCATE_OBJECT ()
if free = NIL
then error "out_of_space"
else x<— free
free <— next[x]
return x
FREE_OBJECT (x)
next(x) <— free
free <— x
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fr@“)12345678
_i

l- next

key 4 11125 2

prev 7 |2 / e

Slika 6.8: Dodavanje novog elementa na polje sa indeksom Cetiri

6.4 Binarno drvo

Neka je A skup elemenata koje ¢emo zvati atomi. Dajemo specifikaciju stru-

kture binarnog drveta sa atomima pridruzenim listovima drveta.

Struktura ima dvije sorte:
A - sorta atoma,
T - sorta drveta.
Sorte A i T nisu disjunktne. Podrazumijevamo da je A C T.
Operacije strukture drveta su sljedece:
c:TxT—=T,
e:T — Bo,
a:T — BQ,
1:T—>T,
r: T —=1T.
Operacije [, r su parcijalne operacije i nisu definisane ako je argument atom.
Aksiome binarnih drveta su:
TR1 (Vt € T)(a(t) Ve(t) Vit =c((t),r(t)));
TR2 (Vt1,te € T)l(c(t1,t2)) = t1;
TR3 (th,tg S T)T(C(tl,tg)) = 19;
TR4 (Vth to € T)ﬁe(c(tl, tz)) AN ﬁa(c(tl, tz));
TR5 (Vt € T)while—e(t) A —a(t){
if e(I(t)) V a(l(t)) thent = r(t);
elset = c(I(i(t)), c(r(i(t)), r(1)));
return true;
TR6 (Vthtz S T)((e(tl) A e(tg)) = t1 = to.
Standardan model za ove aksiome je skup S-izraza. S-izrazi ¢ine sematicku

bazu za programski jezik "Cisti"LIS P.
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e B 5 BB 4 5B

[

\,_\
SN
Nty

l-El next 3 / 7 2
- 4 1 |25 |16 9
prev 5121/ 1]7 4

free 1 2 3 4 5] 6 i, 8 9 10
L2 E next /% / 6 / i 1]/ ﬁ/

i [3] key/%kz | |xs|xe|x7 fé/

el 1ls]o| |~

prev

Slika 6.10: Oslobadjanje i zauzimanje memorije u racunaru

Definicija 6.2. Skup S-izraza nad skupom A je najmanji skup izraza takav da:
1. sadrgi skup AU {nil};
2. za svaka dva S-izgraza 1 i 19, izraz (11 - T2) je takodje u skupu S-izraza.

Dajemo i specifikaciju drveta koja se Cesto Kkoristi u teoriji skupova. Struktura
podataka

A=< A,f,ao >,

gdjejeag € A, f: A — A, naziva se drvo ako i samo ako zadovoljava aksiom:
(Va € A)whilea # ag {a = f(a)};return true.

Na slici 6.11 prikazan je implementacija binarnog drveta pomoc¢u pokazivaca.
Pokazivac oznac¢imo sa p. Imamo lijevo i desno poddrvo drveta i pokazivace left i
right, respektivno. Ako je x korjen (root) drveta, onda je p[z] = NIL i obrnuto.
Ako je root[T] = NIL, onda je drvo prazno i obrnuto.
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Slika 6.11: Primjer implementacije binarnog drveta pomoc¢u pokazivaca

6.5 Neograni¢eno grananje

Na slici 6.12 data je ”left-child, right-sibling” reprezentacija drveta sa besko-
nac¢nim grananjem. Pri tome

1. left — child[x] (lijevo — dijete[z])pokazuje na krajnje lijevo dijete od =

2. right — sibling[z] (desni — brat) pokazuje na brata neposredno sa desne
strane

Ako je left — child[xz] = NIL, onda z nema djece. Za rightmost (krajnje desno)
dijete roditelja vazi right — sibling[x] = NIL.

root[T Z
z
( ] [ ] £ ] (— 1 (— ) ] [ ]
T 57— 172 ) 2T 5+ A1 1l _J) 12)
z Z1x

Slika 6.12: Reprezentacija beskona¢nog grananja

Navodimo funkcije za reprezentaciju opisanog beskona¢nog grananja drveta.

(a) Funkcija KRAJNJE_LIJEVO_DIJETE
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vrh function KRAJNE_LIJEVO_DIJETE ( n: vrh; T: DRVO ){
// vraca krajnje lijevo dijete vrha n na drvetu T
int L; // kursor na pocetak liste djece vrha n
{
L = T.header([n];
if L == 0 then // n je list drveta
return (0);
else
return (cellspace[L].vrh)
}; // KRAJNJE_LIJEVO_DIJETE

(b) Funkcija RODITELJ

vrh function RODITELJ ( n: vrh; T: DRVO){
// vraca roditelja vrha n u drvetu T

vrh p; // radi za moguce roditelje vrha n
position i; // radi do dna liste djece vrha p
{
for (p = 1; not maxnode; next_node){
i = T.header[p];
while i <> 0 do // ispitaj je 1li n medju djecom p
if cellspace[i] .node == n then
return (p)
else
i = cellspacel[i] .next
}
return (0) //vraca NULL vrh ako roditelj nije nadjen
}; //RODITELJ

Implementacija ”le ft — right” childl,...,childk, nije pogodna reprezentacija za
beskonac¢no grananje.
Neke druge moguce reprezentacije drveta sa beskona¢nim grananjem su:

1. Heap sa jednim nizom (array) i indeksom.

2. Reprezentacija sa samo pokaziva¢em na roditelja za drveta koja prolazimo
samo prema korjenu.
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6.6 Heap sort (sortiranje drvetom)

Hip (heap) je binarno drvo koje je
1. Balansirano sa moguéim izuzecima ¢vorova na dnu drveta

2. Na svakom putu od korjena drveta do nekog lista, vrijednosti u ¢vorovima
su uredjene

Skrec¢emo paznju da struktura podataka binarni hip, koju ovdje razmatramo,
nije isto $to i specijalna memorija poznata kao hip, iz koje sistem alocira memoriju
potrebnu za kreiranje nekog objekta sa new.

Na slici 6.13 dat je primjer hipa.

12

/N

4 2 1 3

Slika 6.13: Primjer hipa

Niz (array) mozemo interpretirati pomoc¢u hipa. Pri tome su djeca ¢vora i na
pozicijama 2¢ i 2¢ + 1 i imaju manje vrijednosti nego ¢vor roditelj (slika 6.14).

Slika 6.14: Interpretacija linearnog niza pomoc¢u hipa

Postavlja se pitanje kako neki niz mozemo pretvoriti u hip. To radimo tako
$to startujemo od listova i pravimo sve vece i vece hipove. Svako pod-drvo koje
se sastoji od jednog lista, ve¢ formira hip. Pod-drvo visine h pretvaramo u hip
razmjenjujuci korijen i veé¢i elemenat sinova korjena, ako je korijen manji od nekog
od njih. Radedi tako mozemo pokvariti hip visine A — 1, koji u tom slu¢aju moramo
ponovo pretvoriti u hip. U naSem programu to radi funkcija heapi fy. Na slici 6.15
data je Sema rada procedure heapify. Neka je T'(h) vrijeme potrebno za izvodjenje
heapify na ¢voru visine h. Tada je T'(h) < T'(h — 1) + ¢, za neku konstantu c.
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Odatle slijedi da je T'(h) = O(h). Program poziva heapify, jednom, za svaki ¢vor.
Zbog toga je vrijeme potrebno za pravljenje hipa jednako sumi visina ¢vorova, nad
svim ¢vorovima. Ali najviSe |57 | vrhova su na visini i. Dakle, ukupno vrijeme
logn
potrebno nasem programu da napravi hip je T'(n) = ) i3 = O(n).
1

Kada su elementi niza aranzirani u hip, elemente sa korjena mozemo je-
dan po jedan, uklanjati. To radimo tako Sto razmijenimo A[l] i A[n], a zatim
A[l], A[2],..., A[n — 1] aranziramo u hip. Zatim razmijenimo A[1] i A[n — 1],
a elemente A[l], A[2],..., A[n — 2] aranziramo u hip. Na kraju ¢e elementi
A[l], A[2],..., A[n] biti sortirani (Slika 6.16). Vrijeme izvodjenja procedure
heapify(1,i) je O(i), pa je vrijeme izvodjenja programa za sortiranje hipom
T(n) = O(nlogn).

Izmijeniti
ako je

poredak
pogresan

Slika 6.15: Pretvaranje linearnog niza u hip

Zamjena

Najvece
vrijednosti

Slika 6.16: Tlustracija sortiranja hipom
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U sljede¢em listingu dajemo C' + + kod sortiranja drvetom.

template <class T>

void heapify (Txa, int k, int n)

{ T t= a[k];

while (k<n/2)

{ int j=2«k+i; //pretvara j u najstarijeg potomka k
if (j+1<n && a[jl<alj+1]1) ++j;

if (t>a[j]) break;

alkl=alj];

k=j;

}

a[kl=t;

}

template <class T>

void sort(T*xa, int n)

{for (int i=n/2-1;i>=0;i—)

heapify(a,i,n);

for(i=n—1;i >0;i—)

{swap(a[0],a[i]);

//Invarijanta: elementi a[i:n—1] su u korektnom poretku
heapify(a,o0,i);//Invarijanta: podniz al[o:n—1] je heap
}

}

template <class T>

void swap (T&x, T&y)

{

T temp=x;

X=y;

y=temp;

i

6.7 Nizovi (Arrays)

Ova Cesto koristena struktura dozvoljava nam da razmatramo konacne nizove
elemenata date sorte E zajedno sa operacijama: pristupi i-toj komponenti niza
i abdejtuj i-tu komponentu niza. Ideja izgleda jednostavno, ali ipak postoje ne-

zgodne skrivene zamke u vezi sa nizovima.

Pod strukturom podataka jednodimengionalnih nizova podrazumijevamo sistem

< EU Ar UN, put, get, lower, upper, newar, succ, empty, emptyar, 0, =, <>,

gdje su E, Ar,N skupovi struktura podataka. N je skup prirodnih brojeva, E je
neprazan skup elemenata, Ar je neprazan skup nnizova. Operacije na nizovima

su:
put : AXN X E — Ar, get : Ar x N = E,
lower : Ar — N, upper : Ar — N,
newar : N x N — Ar, empty € E,
emptyar € Ar, succ: N — N|
0eN.



105

relacija = je relacija identi¢nosti na nizovima, a relacija < je relacija poretka
na skupu prirodnih brojeva N.

Posto ovdje ne izgradjujemo formalnu semantiku struktura izostavi¢emo aksi-
ome za nizove.

6.8 Hes-tabele

6.8.1 Uvod

U bilo kojoj oblasti primjene racunara, upravljanju u ekonomiji, medicinskoj
dijagnostici, nauci, tehnici, prevodjenju sa jednog prirodnog jezika na drugi, lako
se uvjerimo da efikasnost rjeSavanja problema u velikoj mjeri zavisi od dobrog
pristupa projektanata i programera pitanju organizacije skupova podataka, Cuva-
nju podataka u memoriji i od algoritama za pronalazenje informacije. Posebno su
vazne metode za efikasno pretrazivanje velikih skupova podataka. U ovoj sekciji
¢emo razmotriti jednu klasu takvih metoda. Opisujemo skup metoda organiza-
cije i algoritme transformacije skupova podataka koji se zasnivaju na zajednickom
konceptu hes$ (rasprsene) tabele.

Pretpostavimo da treba napraviti spisak stanovnika drzave koja ima n stanov-
nika. Ako napravimo spisak u obliku niza, onda je matematicko ocekivanje broja
pokusaja da se nadje neka osoba £ = 2F1. Ako datoteku sortiramo u odnosu
na prezimena, tada ¢emo modci primijeniti binarno pretrazivanje. Za pronalazenje
neke osobe sada se ocekuje F = log, n pokusaja. Pri tome je binarno pretrazi-
vanje spor algoritam, a dodatno trazi dosta vremena za sortiranje. Ubacivanje
novog sloga je takodje nezgodna operacija. Mogli bismo traZzeni skup organizovati
u obliku liste. Takva struktura takodje trazi sekvencijalno pregledanje zapisa, ali
bi se u nekim drugim strukturama sa pokazivacima, kao $to je na primjer, drvo,
mozda moglo raditi efikasnije. Sa druge strane, manipulisanje strukturama nije ni
zgodno ni brzo.

Datoteke zasnovane na indeksu obezbjedjuju brzi dostup do svakog sloga. Vri-
jeme se gubi samo na pretrazivanje indeksa, koji moze zauzeti znacajan dio memo-
rije. Nije teSko primijetiti, da je indeks neka funkcija definisana pomocu tabele.
Argumenti su kljucevi slogova, a vrijednosti su adrese memorije. Ako uspijemo
funkciju definisati algoritamski, onda mozemo napustiti indekse. U ovoj sekciji
¢e biti govora bas o takvim funkcijama. Fragment primjera nase datoteke predsta-
vljen je na slici 6.18. Skupovi podataka koji su organizovani na dati nacin nazivaju
se hes (rasprsene) tabele.

Hes tabele su univerzalna metoda programiranja i primjenjuju se u bazama
podataka, u sistemima pretrazivanja informacije za identifikaciju relevantnih do-
kumenata, u konstruisanju kompajlera kao efikasno organizovana tablica identifi-
katora, u numerickim problemima sa razrijedjenim matricama i slicno. Hes tabele
su veoma pogodan nacin organizacije raznih skupova podataka, koji obezbjedjuje
brz dostup do podataka u situacijama u kojima se traze pojedinacni elementi sa
jedinstvenim identifikatorom. Ako se traze slogovi koji zadovoljavaju niz uslova,
onda neke druge strukture podataka mogu biti efikasnije.
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U formalnom zasnivanju struktura podataka he$ tabela sastoji se od pet sorti:
N E,Q,Ar, HT.

Jezik teorije he$ tabela je unija jezika redova za cekanje i jezika nizova (arrays).
Dodatno postoji funktor h : E — N. U teoriji se razmatraju redovi za ¢ekanje
elemenata iz skupa F i nizovi redova za ¢ekanje. Na aksiome redova za ¢ekanje i
nizova redova za ¢ekanje dodaju se aksiome koje defini$u operacije rje¢nika.

6.8.2 Rasporedjivanje kljuceva po slotovima

Ako razmjeStamo n slogova u n slotova memorije, tada ¢e vjerovatnoca da
nema ni jednog konflikta biti P = 7% Ta je vjerovatnoca vrlo mala i iznosi
0,000363, za n = 10. Ako povecamo broj slotova memorije na p > n, tada, po
teoriji vjerovatnoce, imamo P = w Ako za deset slogova obezbije-
dimo trinaest slotova memorije, tada ¢e vjerovatnoca bezkonfliktnog smjestanja u
hes tabeli biti 0,0074. 1 dalje je mala, ali je preko dvadeset puta vec¢a od odgova-
rajuce vjerovatnoce u prethodnom primjeru.

U praksi se uvijek primjenjuje visak slotova od 5% do 20%. Taj visak ¢emo
izrazavati kroz "faktor opterecenja" ("load factor")

n  Broj zapisa u hes$ tabeli
o= — = " -
P Broj slotova u tabeli

Pred programerom koji Zeli implementirati he$ tabele, postavljaju se dva za-
datka:

1. Izbor odgovarajuce funkcije hesiranja
2. Izbor metode rjeSavanja konflikta

Funkcije hesiranja mogu biti nezavisne od klju¢a (Randomizacija, Izdvajanje
sredine kvadrata po Fon Nojmanovoj metodi, Metoda sabiranja klju¢a, Metoda sa-
biranja dijelova klju¢a po modulu 2, metoda dijeljenja, Metoda mnoZenja i sli¢no)
i mogu biti funkcije heSiranja zavisne od kljuca.

Metoda randomizacije generiSe slucajan broj od kljuca k, kao argumenta, to
jest rand(k) i u dobivenu adresu smjesta slog sa kljucem k. Metoda Fon Nojmana
uzima brojeve koji odgovaraju sredini kljuca, dize ih na kvadrat, pa slog smjesta na
adresu koja se dobije uzimanjem nekoliko brojeva iz dobivenog kvadrata. Metode
dijeljenja i mnozenja ¢emo obraditi u ovoj sekciji, kasnije. Za sada ¢emo reci
da je srednji broj kolizija koje nastaju metodom dijeljenja i metodom mnozenja,
u principu znatno manji od odgovarajuceg srednjeg broja kolizija koje nastaju
primjenom metoda randomizacije, Fon Nojmana i sabiranja dijelova kljuca.

U metodi zavisnoj od kljuca, najprostija funkcija toga tipa se nalazi analizom
znakova kljuca. Pretpostavimo da se kljuc sastoji od znakova k = ¢y, ca, ..., c,.
Moze se izracunati vjerovatnoc¢a pojavljivanja svakog znaka na pozicijama kljuca.
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Zatim izracunamo entropiju H; za svaku poziciju j klju¢a

i=1

pri cemu je:

s duzina kljuca

p;; vjerovatnoca pojavljivanja znaka ¢; na j-toj poziciji kljuca

¢; je elemenat alfabeta kljuca {ci, ca,..., ¢y}

EliminiSemo iz klju¢a znakove na pozicijama na kojima je entropija najmanja,
jer $to je entropija veca to se raspodjela vjerovatnoca priblizava uniformnoj ras-
podjeli, do ¢ega nam je i stalo. Na osnovu preostalih znakova formiramo adresu
slota u koji smjestamo slog.

Praksa pokazuje da analiza znakova ne daje dobre rezultate, jer eliminacija
znaka na nekoj poziciji klju¢a ne garantuje ravnhomjernu raspodjelukljuceva u ta-
beli. Bolji rezultati mogu se posti¢i ako se funkcija hesiranja konstruiSe na osnovu
empiricke funkcije Fi (k), koja opisuje raspodjelu skupa kljuceva tabele u prostoru
svih mogucih kljuceva. Ta funkcija je funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive K,
koja uzima vrijednosti iz prostora kljuceva S, a realizuje kljuteve k1, ko, ... , k.
Pri tome se funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive K definiSe kao

Fi (k) = P(K < k),

gdje je P(y) vjerovatnoca dogadjaja y.

Slucajna promjenljiva K uzima vrijednosti iz skupa klju¢eva he$ tabele, a
0 < Fk(k) < 1. Treba nadi hes funkciju / koja daje uniformnu raspodjelu adresa
tako daje P(h(k)) =d) = %, za0 < d < p—1. Razmotrimo Fk (K). Ako se svi klju-
¢evi razlikuju, imamo P (Fx(K) < L), za rn. Zbog toga Fi (K ) ima ravnomjernu

r
n

raspodjelu na skupu {%, cey ";1 ,1}, pa pFk(K) ima ravnhomjernu raspodjelu na
skupu {2,22 ... p}. Zato je [pFx(K) — 1] priblizno ravnomjerno rasporedjeno
na skupu adresa {0, 1, ... ,p — 1}. Zbog toga mozemo uzeti he$ funkciju u obliku

h(k) = [pFr(K)] — 1. U specijalnom slu¢aju ravhomjerne raspodjele kljuca, he$

funkcija se moze uzeti u obliku h(k) = [ - W -1

kmaa

6.8.3 Rad sa hes tabelama

Hes tabele podrzavaju operacije nad he§ tabelama: INSERT, SEARCH i
DELETE.
1. Tabele sa direktnim adresiranjem

Klju¢ (Key) je iz univerzalnog skupa klju¢eva € U = {0, ...,m — 1}.

Svaka dva elementa podataka imaju razli¢ite kljuceve.

podatke smjeStamo u

Array(niz) = DirectAddressTable T[00m — 1],

kao sto je prikazano na slici 6.17
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Kljue Satelitski

1 odaci
'

U

Univerzum kljuceva
9 o 0 ¢ 6 o 2 2
3 3
4
5
Aktuelni
kljucevi 6
7

Slika 6.17: Primjer direktnog adresiranja

Pozicija ili slot odgovara jednom kljucu iz univerzum U.

Na slici 6.17 dajemo primjer smjestanja kljuceva u slotove, pri direktnom adre-
siranju, pri cemuje U = [0,1,...,9] i K = [2,3,5,8].

Operacije su date programima:

DIRECT ADDRESS SEARCH (T,k)
return T[k]

DIRECT ADDRESS _INSERT(T,x)
Tlkey[x]] <— x

DIRECT _ADDRESS DELETE (T,x)
T[key[x]] <— NIL

2. Hes tabele i kolizije

Direktnim adresiranjem element sa kljucem & stavlja se u slot k. HeSiranjem
se on stavlja u h(k) gdje je h he$ funkcija koja rac¢una slot za k. Tako imamo da
h=U{0,1,...,m — 1}, k hesira slot h(k) i h(k) je hes vrijednost od k.

Kada se, kao na slici 6.18, kljuevi k2 i k5 heSiraju u isti slot, onda govorimo o
koliziji.

Zahtijeva se da h mora biti deterministicka funkcija i da je |U| > m.

Iako dobro dizajnirana random funkcija moze minimizirati broj kolizija, mi
ipak trebamo neki metod za rjeSavanje kolizija.
Rjesavanje kolizija uvezivanjem

Na slici 6.19 prikazano je rjeSavanje kolizije uvezivanjem za slucaj h(kl) =
h(k4) 1 h(k5) = h(k2) = h(kT).
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.

h(k3)

m-1

Slika 6.18: Hes tabela

Operacije opisujemo sljedecom tabelom:

CHAINED HASH_INSERT (T,x)

Insert x of the head of list T[h(key[x])]
CHAINED HASH SEARCH (T,k)

Tra\v{z}i jedan element sa klju\v{c}em k u listi T[h[k]]
CHAINED HASH DELETE (T,x)

Delete x iz liste T[h[key[x]]]

Analiza heSiranja sa ulancavanjem

Neka je dato n elemenata koje treba smjestiti u m slotova. DefiniSemo faktor
optere¢enja a = . a moze da bude manje, vece ili jednako 1.

Worst-case je neprihvatljivo.

Iz jednostavnog ra¢una dobivamo da je

Lista + funkcija hesiranja ~ 6(n).

Average-case

Razmotrimo prosto uniformno hesiranje.

Neka je length(T[j]) =n;, 7 =0,...,m — 1.

Ondajen=mng+ ... + Nm_1.

Srednja vrijednost n; je tada E[n;] = o = n/m.

Neka h(k) moZemo izracunati u O(1) vremenu i pristupiti slotu (k). Odatle
slijedi da pretraZivanje zavisi linearno od duZzine ny,(y liste T'[h(k)].

Sada su moguca dva slucaja:




110

THIHY

k3

k8

Slika 6.19: Rjesavanje kolizije uvezivanjem

1. Nijedan element tabele nema klju¢ &
2. Pretrazivanje uspje$no nalazi element sa kljucem k

Teorema 6.1. U hes tabeli, u kojoj su kolizije rijeSene uvezivanjem, neuspjesno pre-
traZivanje zahtijeva T' = 6(1 + «), uz pretpostavku uniformnog hesiranja.

Dokaz
Ocekivano vrijeme je duZzina liste T'[h(k)], a ta ima oCekivanu duzinu E[ny )] = a.
Broj ispitivanih elemenata je «, pa slijedi da je T' = 6(1 + «). O

Teorema 6.2. U hes tabeli, u kojoj se kolizije rjeSavaju uvezivanjem, uspjesno pre-
traZivanje, u srednjem, zahtijeva O(1 + «) vrijeme, uz pretpostavku uniformnog he-
Siranja.
Dokaz

Oznacimo k; = key[z;], i =1,2,...,n

Xy = H{hks) = h(ky)} = - = EXy] = -

Ocekivani broj ispitanih elemenata je

BES 0+ 3 Xy)]
- é(lJr ,élE[XijD
— 1S4 Y L) =1 Y- = 1A (N -2 i) = 1+ (n2 -

<
Il

=1 Jj=i+1 i=1 i=1 =1
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n

6.8.4 Hes funkcije

U 6.8.1 smo dali pregled hes funkcija. Ovdje ¢emo detaljnije razmotriti funkcije
hesiranja iz dvije klase:

e Heuristicke: Hesiranje dijeljenjem i heSiranje mnoZenjem
e Stohasti¢ke: Univerzalno hesiranje

Napominjemo definiciju uniformnog hesiranja: Svaki klju¢ je podjednako moguce
hesirati u bilo koji slot od m, nezavisno od toga gdje su hesirani drugi kljucevi.
Teskoce

1. Ne znamo distribuciju vjerovatnocéa sa kojima ¢e kljucevi biti izvuceni.
2. Kljucevi mogu biti vuceni u zavisnosti jedan od drugog.

Ponekad znamo distribucije: kljucevi su & slucajnih brojeva nezavisno i uni-
formno distribuirani u 0 < k¥ < 1 = h(k) = |km] zadovoljava uslov prostog
uniformnog heSiranja. Praksa:

1. pti pts slati u razlicite slotove,

2. zahtijevaju se ponekad ostriji uslovi: daleke vrijednosti hesirati u bliske slo-
tove.

Kljucevi kao prirodni brojevi
Uzimamo U = N = {0,1,2,...}. Ako kljucevi nisu prirodni brojevi, onda ih
mozemo tako interpretirati.

Primjer 6.2. pt=(112,116), (112*128)+116=14452 (cio broj u osnovi 128)

Metod dijeljenja.
Uzimamo h(k) = k mod m

Primjer 6.3. m = 12,k = 100, h(k) = 4
= mora biti m=# 2P, jer je h(k) = p najniZih bitova.
Bolje je napraviti hes$ funkciju zavisnu od svih bitova!
m = 2P — 1 je lo§ izbor, jer permutovanje znakova k
(interpretirano u radix 2P) ne mijenja slot. Dokazati!
Prost broj daleko od 2? je dobar izbor.
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Primjer 6.4. Uvezivanje za kolizije n = 2000 stringova znakova (char ima 8 bitova).
Ako nam, u slucaju neuspjesnog pretragivanja, ne predstavlja problem pretrazi-
vati prosjeno 3 elementa, onda mozemo izabrati m = 701, h(k) = k mod 701, gde
je k prirodan broj!
Izabrali smo m = 701, jer je prost broj, 701 ~ 2000/3 i daleko je od 2™!

Metod mnoZenja.

1. k mnozimo konstantom A, 0 < A < 1 i uzimamo funkcijski dio od kA
2. mnozimo sa m i uzimamo floor kao rezultat

= h(k) = |[m(kA mod 1)],
sakA mod 1 =kA— |kA]

Tipi¢no, m nije kritican, pa uzimamo m = 27, p € Z, jer je tada implementacija
na kompjuteru jednostavnija.

1. Duzina rije¢i masine je w bita.
2. k staje u jednu rijec.
3. A je decimalni dio od 53, 0 < s < 2%.

w bitova
k

s=Ax2"

(&1 T2

h(k)

Slika 6.20: Metod mnozenja

Rezultat je 12" + rq.

4. Uzimamo p bitova najvece tezine u r( (slika 6.20).

-1
D.Knuth sugeriSe A = \/52 = 0.6180339887, jer se onda kljucevi priblizno

uniformo distribuiraju u slotove.
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Primjer 6.5. k = 123456, p = 14, m = 214 = 16384, w = 32.
-1
A neka bude decimalni dio 537 najblize \/52
2654435769
2

= A=
k- s = 327706022297664 = (76300 - 23%) + 17612864
ir = 76300, ro = 17612864 = h(k) = 67.

6.8.5 Univerzalno heSiranje

Da ne bi svi kljucevi bili heSirani u isti slot, treba slucajno izabrati he$ funckiju.
Ako je funkcija izabrana nezavisno od vrijednosti kljuceva, to je onda univerzalno
hesiranja.

Izbor hes funkcije se vrsi iz unaprijed pazljivo dizajniranog skupa funkcija.

A - konacna kolekcija he$ funkcija.

h:U—{0,1,....m—1}

U je univerzalna kolekcija akko Vk,I € U, broj h € Jf za koje je h(k) = h(l)
najvise je %, tj. Sanse da bude kolizija h(k) i h(l) su < . Pri tome su h(k) i h(1)
nezavisno i sluc¢ajno izabrani iz {0,1,...,m — 1}.

Teorema 6.3. Neka je h izabrana iz univerzalne kolekcije ¢ hes funkcija. h se
koristi za hesiranje n kljuceva u tabelu T' dugine m, sa uvegivanjem za razrjesavanje
kolizija.

Ako k nije u tabeli, tada je olekivana duzgina E[ny )] liste u koju se hesira k,
najvise a.

Ako je k u T, tada je ocekivana dugina E[ny x| liste sa kljuem k najvise 1 + a.

Dokaz

Za Vk,l definiSemo Xy, = I'{h(k) = h(l)}
k, 1 kolidiraju sa vjerovatno¢om < — m
= Pr{h(k) = h(1)} < L = E[X.]'< £
DefiniSemo za Vk

Yi = ZXkl

leT
£k

ZXM ZEXM]SZ%

leT IeT IeT
%k 1%k I#k

] k¢T:>nh(k)=Yki

| {k|leT&l £k} |=n
= E[’I’Lh(k)] E[Yk] <

o —
m

o k€ T&k € T[h(k)]& k nije u ra¢unu Y},

= npoy =Y FIA [ {l[1€T&l £k} |=n—1
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=>E[nh(k)]:E[Yk]+1§ﬁ:1+a—%<l+a.

d

Korolar 6.1. Koristenje univerzalnog hesiranja i rjesavanja kolizija uvezivanjem u
tabeli sa m slotova, zahtijeva T = ©(n) za bilo koju sekvencu od n INSERT,
SEARCH, DELETE operacija od kojih su njih ©(m) INSERT.

Dokaz
| Ins |=O(m) =n=0(m) =a=0(1)

INSERT, DELETE trebaju O(1) vrijeme, a takodje i SEARCH. Zbog line-
arnosti F za Citavu sekvencu (niz) treba T' = O(n) koraka. O

6.8.6 Otvoreno adresiranje

Svi elementi su u samoj hes tabeli, tj. svaki unos sadrzi ili element ili N7L.
Kada trazimo element, pretrazujemo samo tabelu dok ne nadjemo element ili dok
ne bude jasno da tabela ne sadrzi element. Tabela moZe biti popunjena do kraja
bez mogucnosti daljeg unosa. "Load faktor" (faktor popunjenosti) nikada ne moze
biti veéi od 1.

Umjesto pointera racunamo (slijedimo) nizove slotova koje treba ispitati. Memo-
rija koju bi koristili pointeri daje veci broj slotova, potencijalno vodeci ka smanje-
nju kolizija i brzem pretrazivanju.

INSERT h: U x {0,1,...,m—1} = {0,1,...,m — 1}

Zahtijevamo: probniniz h(k,0), h(k,1),..., h(k,m—1) je permutacija {0, 1, ..., m—

1}. O
HASH_INSERT (T, k)
i<—0
repeat j <— h(k,i)
if T[j]=NIL
then T[jl<-k
return j
else i<—i+1
until i=m

error "hash_table_overflow"
HASH_SFARCH (T, k)

i<-0
repeat j<— h(k,i)
if T[jl=k
then return j
i<—i+1

until T[j]=NIL or i=m
return NIL

DELETE ¢e imati poteSkoca ako stavimo NI L u izbrisani slot . Ne¢emo mo¢i
izbrisati element za koji je u postavljanju i nadjen kao popunjen. Izlaz iz problema:
umjesto NI L stavimo DELETE.
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6.8.7 Uniformno heSiranje

Za svaki element probni niz ima jednaku vjerovatno¢u da bude jedan od m!
permutacija. Ta¢no uniformno hesiranje je teSko za implementaciju.

Umjesto pravog UH Kkoristimo: dvostruko heSiranje, linearnu probu i kva-
dratnu probu.
Linearna proba.
R :U — {0,1,...,m — 1} neka je pomoc¢na he§ funkcija. Linearna proba koristi
h(k,i) = (K (k) 4+ i) mod m.

Samo je m razli¢itih probnih nizova odredjeno sa h(k,0).

Jednostavna je implementacija, ali imamo problem primarno klasterovanje! To
nam povecéava average time.

KLASTEROVANJE: iza ¢ popunjenih, vjerovatno¢a popunjavanja slota i + 1 da

1
bude slededi popunjen je % — klasterovanje.

Kvadratna proba. h(k,i) = (h/(k) + c1i + c2i?) mod m
Dvostruko hesiranje.

Kod kvadratne probe se pojavljuje h(k1,0) = h(ks,0) = h(k1,i) = h(ke, 1), tzv.
sekundarno klasterovanje, tj. ki i ko imaju iste nizove.

Zbog toga uvodimo dvostruko heSiranje h(k,i) = (hq1(k) + ha(k)), pri ¢emu
ho (k) mora biti relativno prost sa duzinom table.

Primjer 6.6. hi(k) =k mod 13
ho(k) =1+ (kK mod 11)
Za vjezbu ubaciti 79,69,98,72,14,50.

6.8.8 Komentari

Postoji viSe pristupa problemima struktura podataka. Tri najceS¢e upotreblja-
vana su identifikacija domena, algebarska specifikacija i konstrukcija domena. U
pionirskim radovima C.A.R. Hoare je istaknuto da posao programera treba biti
podijeljen u dvije faze:

1. specifikacija i implementacija struktura podataka;
2. dizajn i verifikacija abstraktnog programa u strukturama podataka.

Uspjesna realizacija ovih principa je postignuta u savremenim objektno orijentisa-
nim jezicima.

Osim razmotrenih struktura podataka imamo i druge koje se pojavljuju u pro-
gramerskoj praksi, na primjer u kompjuterskoj grafici ili u procesiranju podataka
za upravljanje kao $to su bankarstvo ili aplikacije u realnom vremenu. U svakom
slucaju se moze izgraditi teorija odgovarajuée strukture. Teorija treba zadovo-
ljiti zahtjeve identifikacije domena, verifikacije korektnosti tvrdnji o programima,
testiranje saglasnosti implementacije i specifikacije i Sto je najvaznije treba dati
odgovarajuce razumijevanje problema strukture podataka.






Glava

Linearno programiranje

7.1 Uvod

Linearno programiranje se moze definisati kao dio matematike koji se bavi
pronalaZzenjem minimalne odnosno maksimalne vrijednosti linearne funkcije uz
ogranicenja koja su data u obliku linearnih (ne)jednacina.

Problem linearnog programiranja u opStem obliku glasi:

Optimizovati (maksimizovati ili minimizovati) linearnu funkciju

ol

F(x1,29, ..., Tpn) = CiT;

=1

uz sljede¢ih m uslova:
a1121 + a12%2 + ... + a1 Ty <b
a21T1 + A22T2 + ... + A2,y < by

Am1T1 + G222 + ... + AmnTy S bm
Ovdje ce biti izloZen samo problem nalazenja maksimuma linearne funkcije uz
zadate uslove. Problem pronalaZenja minimuma je slican.
Ako oznadimo sa z = [z; 73 ... 7,])T, sa ¢ = [z1, T9 ... 1,] i b = [by by ... by]T
i sa A matricu koeficijenata a,;, dobijamo kanonski oblik problema linearnog pro-
gramiranja:
Pronadi maksimum linearne funkcije

F=cx
uz ogranicenja
Ax <b

U praksi se najceSce pojavljuje i dodatni uslov, da sve promjenljive z1, xo, ..., T,
moraju biti pozitivne.
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Linerano programiranje predstavlja jednu od osnovnih tehnika operacionih is-
trazivanja i ima veliku primjenu u mnogim oblastima: proizvodnja, transport, eko-
nomija, marketing i sl.

7.2 Graficka metoda za rjesSavanje problema linear-
nog programiranja

Jedna od metoda za rjeSavanje prostijih problema linearnog programiranja je
graficka metoda (optimizacije funkcija manjeg broja promjenljivih). Ideja je slje-
deca: za svaki od uslova nacrta se poluravan u kojoj vazi taj uslov. Presjek svih
poluravni daje podrucje u kojem vaze svi uslovi. To podrucje se naziva podrucje
izvodljivosti. To je, ustvari, jedan poligon i rjeSenje problema je jedno od njego-
vih tjemena. Ako pretpostavimo da F’ ima konstantnu vrijednost, grafik jednacine
c1x1 + coxo = C' je prava. Mijenjajudi vrijednosti promjenljive C, dobijamo para-
lelne prave. Ako maksimum funkcije F' iznosi C,qz, prava c1zy + cox2 = Char
prolazi kroz jedno od tjemena i to je upravo tacka koja je rjeSenje problema.

Primjer 7.1. Pekara svaki dan dobija 120kg bijelog brasna, 45kg crnog brasna, 2
kg kvasca i 3 kg soli. Vekna bijelog hljeba iznosi 1 KM a polubijelog 1,20 KM. Za
bijeli hljeb je potrebno 800g bijelog brasna, 10g kvasca i 10g soli, a za polubijeli
600g bijelog brasna, 300g crnog brasna 10g kvasca i 20g soli. Koliko bijelih a koliko
polubijelih vekni pekara treba da napravi tako da zarada bude maksimalna?

Rjesenje

Oznacimo sa z; i zo traZeni broj vekni bijelog odnosno crnog hljeba. Tada
funkcija ¢iji maksimim trazimo glasi

F(!El,(EQ) =x1 + 1,2.’E2

a uslovi su sljededi

0,8z, + 0,6z < 120
0,3z, <45
0,01y + 0,01z <2
0,01z +0,0222 < 3

Jasno je mora da vazi x; > 01z > 0.

Na slici 1. osjenceni dio predstavlja podruéje gdje su sva cCetiri uslova ispu-
njena. Paralelne linije su grafici funkcija z1+1, 2z, = C za razlicite vrijednosti pro-
mjenljive C. Najveca vrijednost promjenljive C ¢iji grafik ima zajednickih tacaka
sa osjentenom povrsi je rjeSenje problema. Maksimalna vrijednost je F,, ., = 204
Zaxr) = 60 i To = 120.

Graficka metoda, je relativno prosta, ali u praksni nije upotrebljiva jer je kom-
plikovana za funkcije koje imaju vise od dvije promjenljive. U tom slucaju se dobije
viSe tjemena i nije lako provjeriti u kojem funkcija ima ekstremum.
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Slika 7.1: Graficko rjeSenje primjera 1.

7.3 Pivot operacija

Neka je dat sljedeci sistem jednacina

21‘1 + 3%2 +x3 =87
T, — 29 + 3x3 = S9 (7.1)

T2 — T3 = 33

Promjenljive s1,so i s3 nazivaju se zavisne a x1,zo i x3 nezavisne promjen-
ljive. Pretpostavimo da Zelimo da neku nezavisnu promjenljivu transformisemo u
zavisnu. Npr. Zelimo da promjenljive s, so i 22 budu zavisne a x4, s3 i x3 budu
nezavisne. To je moguce postici tako Sto s1, so i x9 izrazimo preko x1, s3 i z3:

Iz tre¢e jednakosti izrazimo xo preko x3 i s3

To = S3 + T3

i dobijenu vrijednost uvrstimo u prve dvije jednakosti

2x1 + 3(s3 + x3) + 3 =51
€T, — 2(83 + .1'3) + 3x3 = s9o
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Nakon sredivanja dobijamo

21‘1 +383 +4,I3 = 851
T — 283+ T3 = So

S3 + T3 = X9

i to je upravo ono S$to smo Zeljeli: promjenljive s1, so i w2 su zavisne a x1, s3 i o3
nezavisne.

Ova operacija se naziva pivotiranje, a element a,; oko kojeg pivotiramo naziva
se pivot.

U opstem slucaju, imamo n linearnih funkcija sa m promjenljivih

gdiesuz =[xy 29 ... )T 15 =[51 52 ... 8,)T i

a11 ai2 - Qln
a21 Az -t G2n
Am1 Am?2 o Omn

Nakon pivotiranja promjenljivih ; i s; dobi¢emo
A/I/ — SI

7

gdiesua’ =[xy 29 ... 85 ... )T 15 =[s1 82 .. i ... Sp

/ i /
ayp;p Q2 o Gy

/ I /
Q1 Qg -+ Gy

! / !
A1 Ao " Oy

Relacije izmedju a;; i a}; su sljedece:

1
!/
a., = —
(2
17 ay
Qp
1 _ Ohy ;
ap; = —— zah#1i
Q5
—ap
!/ (2 .
i = za 'k # j
[£27]

Q1 Ap .. .
a’hk:ahk—%zah#uk#j
ij

Sematski,
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b usR(S

{a b a— %
4)
cC _c
’
Primjenjujuéi opisani metod, pivotiranje na sistemu 7.1 se moze rijesiti na slje-
deci nacin

51 52 83 S1. 82 X2
] 2 1 0 w2 1 0
2| 3 -2 T o3 2 1
T3 1 3 -1 rs | 4 1 1

Ako nastavimo s pivotiranjem i pivotiramo sve elemente, zatim poredamo ko-
lone i redove u pravi poredak, dobi¢emo inverznu matricu pocetne matrice.

S1 S T2 S1 Ty X2 xs3 X1 To
x| 2 0|, [ 2 1 0] "s|-1 2 -1
s3| 3 —2 1 ss| 7 2 1 ss | -7 U _s
3| 4 1 1 3 -1 1 51 ; -1 %

Odnosno, inverzna matrica pocetne matrice je
_1

2

A7l =12

11

1 1
2 2
-

_5 _7I
2

2 2

Ova osobina je pogodna za provjeru pivotiranja.

7.4 Simpleks metoda

Kao $to je ve¢ opisano, graficka metoda nije pogodna za optimizaciju funkcija
koje imaju vise od dvije promenljive. Pored toga nije pogodna za implementaciju
na racunaru.

Simpleks metoda efikasno pretrazuje tjemena podrucja izvodljivosti i pronalazi
tjeme u kojem je vrijednost funkcije optimalna. Neka je dat problem linearnog
programiranja u kanonskom obliku:

Pronad¢i maksimum linearne funkcije

F=czx
uz ogranicenja
Az <b

gdje suz = [r1 73 ... 7,)T, ¢ = [e1 ca ... ), b = [by by ... by])T 1 A matrica
koeficijenata a;;.
Simpleks matrica je matrica sljedeceg oblika
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x

Al
SALN

Ova matrica ima m + 1 redova i n + 1 kolonu. Prvih m redova su koeficijenti
matrice A a um + 1-om redu su koeficijenti ¢; kojima se promijeni znak. Prvih n
kolona popunjavaju koeficijenti matrice A a u n + 1-o0j koloni se nalaze koeficijenti
b;. "Nulti" red je pomo¢ni red i on sadrzi promjenljive x;

I T2 . I

a1 ai2 . A1n bl
a921 9292 . a9n b2
Am1  Am2 -+ Qmpn | b
-, —c ... —c, | O

Ukoliko vrsimo pivotiranja sve dok ne dobijemo nenegativne elemente u zad-
njem redu (gdje se nalaze koeficijenti ¢;) i zadnjoj koloni (gdje se nalaze koefici-
jenti b;) rezultat optimizacije nalazi¢e se u donem desnom uglu.

Simpleks metoda nam govori kako da biramo elemente za pivotiranje.

Slucaj 1. Svi elementi b; su nenegativni

Izaberemo bilo koju kolonu u kojoj je posljednji ¢lan negativan. Neka je to
kolona sa indeksom j,. Zatim izaberemo red i, takav da je a;,,, > 0 i da je
vrijednost b;,/a;, ;, minimalna. Nakon izbora elementa «a;, ;, vrSimo pivotiranje
oko njega.

Proces ponavljamo sve dok ne dodjemo do slucaja da su svi elementi posljed-
njeg reda nenegativni (u tom slucaju je problem rijeSen) ili dok ne ne dodjemo
do sluc¢aja da su svi a; ;, negativni (u tom slucaju problem je neizvodljiv, odnosno
podrudje izvedivosti je neogranic¢eno).

Primjer 7.2. Maksimizovati funkciju x1 + x2 + 223 uz uslove

To + 223 < 3
7$1+3$3§2
2r1 + 22+ 23 <1

Rjesenje

T1 X9 I3 T I3 I

0 1 2|3 -2 -1 1 |2 g
-1 0 3|2 > -1 0 2 — a3 7
2 1|1 x| 2 1 1|1 s 3
-1 -1 —-2]0 -1 1 —1[1 21 3|3
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Maksimalna vrijednost funkcije je g, a optimalni vektor je 1 = 0, x5 = % i

2
Slucaj 2. Neki element b; je negativan

Izaberimo prvi negativni element b;. Pronadjimo bilo koji negativni element

b

ag,j, u k-tom redu. Uporedimo T i ab— za svako b; > 01ia; j, > 0 1iizaberimo
$,J0 70

ip takvo da je ovaj koli¢nik najmanji. Pivotirajmo a;,, jo.
Primjer 7.3. Maksimizovati funkciju x1 + xo + 5x3 uz uslove
o + 2333 S 3
—T — 3333 S -2
2x1 + o+ Txg <5

Rjesenje
‘ 1 T2 .133‘ T2 T3
0 1 2 3 0 1 2 13
0 —3[-2 — 2|1 0 3 |2
2 1 7 5 2 1 1 |1
| -1 -1 —5] 0 -1 -1 =22

Problem je sveden na slucaj 1. koji znamo rijeSiti. Dalja pivotiranja dovode do
rjeSenja

x1

z3
X2

SRR

—
—

1

wing
wiH
|

Maksimalna vrijednost funkcije je &' za vektor z; = 0, 2o = 1izg = 2

Do sada su obradjivani samo slucajevi traZzenja maksimuma, ukoliko se traZzi
minimalna vrijednost funkcije F' = cx sa ograniCenjima Az > b simpleks matrica
¢e imati oblik

z| A |c
-b |0

a metoda je identi¢na kao kod pronalazenja maksimuma.

7.5 Implementacija

Ulaz programa je simpleks matrica dimenzija (m + 1) x (n + 1) a izlaz je opti-
malno rjeSenje funkcije. U kodu su m i n pisani velikim slovima, radi preglednosti.

Algoritam koji rjeSava problem linearnog programiranja je opisan u prethod-
nim odjeljcima. Pivot se pronalazi u linearnom vremenu, a pivotiranje svaki put
vr$i mn izracunavanja.
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Pretpostavlja se da je problem izvodljiv i da je simpleks matrica ispravno za-
dana.
Procedura koja vr$i pivotiranje oko elementa a,, ,

void pivot(int p, int q)
{

int i, j;

for(i = 0; i < M+1; i++)
{
if(i == p)
continue;
for(j = 0; j < N+1; j++)
{
if(j == q)
continue;

alil[j] -= alpl[jl*alillql / alpllql;
}

for(i = 0; i < M+1; i++)
if(i !'= p)
alillql /= -alpllql;

for(j = 0; j < N+1; j++)
if(j '= @
alpl[jl /= alpllql;

alpllql =1 / alpllql;

Procedura koja izra¢unava optimalnu vrijednost funkcije simpleks metodom

double simplex()
{
int i, j, k;
int simplex_case;

while(1)
{
simplex_case = 1;
for(i = 0; i < M; i++4)
if(a[i][N] < 0)
simplex_case = 2;

if (simplex_case == 1)

{
for(j = 0; j < N & a[MI[j] >= 0; j++);
for(i = 0; i < M && a[il[j] <= 0; i++);
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if(i >=M || j >N
break;

for(k = i; k < M; k++)
if(alk][j]1 > 0)
if(alk][N] / alk][j] < alil[N] / alil([jD)

i=k;
}
else
{
for(i = 0; 1 < M && al[i][N] >= 0; i++);
for(j = 0; j < N && a[il[j] >= 0; j++);
for(k = 0; k < M; k++)
if(alk][j] > 0 && alk][N] >= 0)
if(alk][N] / alk][j] < alil[N] / alil([jl)
i =k;
}
pivot(i,j);

}
return a[M][N];

7.6 Konvergencija i vremenska slozenost LP pro-
blema

Simpleks metoda se zasniva na principu da se optimalna vrijednost nekog line-
arnog programa, ako postoji, uvijek dobiva iz baznih rjeSenja. Ako pretpostavimo
da su sva dostizna bazna rjesenja nedegenerisana, onda simpleks metoda daje
optimalno rjeSenje nakon konac¢nog broja iteracija, posto je broj moguc¢ih baza
konacan i nijedna se ne ponavlja dva puta. Za linearan program kazemo da je ne-
degenerisan ako je B~'b > 0. Ovo je ekvivalentno sa tvrdnjom da b ne moZe biti
predstavljeno kao linearna kombinacija nekog skupa kolona matrice A koji ima
kardinalnost manju ili jednaku m — 1. Ako je LP problem nedegenerisan, onda
svako bazno dostizno rjesenje ima jedinstvenu pridruzenu bazu. U slucaju degene-
risanog rjeSenja moZe postojati niz iteracija koje generi$u niz baza By, By, ..., By,
od kojih svaka odgovara istom baznom dostiZznom rjesenju i istoj vrijednosti funk-
cije. MoZe se takodje desiti da je B; = B,, pa simpleks metoda moZe da udje
u beskonac¢nu petlju. Beskonacna petlja nije ozbiljan problem, jer se gotovo i ne
pojavljuje u prakticnnim implementacijama. LP programi uglavnom nemaju neki
kod koji rjesava problem degenerisanja. Ipak, pojava beskonacne petlje je ozbiljan
problem u nekim cjelobrojnim linearnim problemima koji se rjeSavaju prosirenjem
simpleks metode, pa u takvim slucajevima mora biti sprijecena programerski. Da-
kle, polaze¢i od dostizne baze, nakon kona¢nog broja koraka, simpleks metoda
daje optimalno rjesenje, ili daje dostiznu bazu koja omogucava da odredimo da je
LP problem neogranicen.
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Pojavljuje se vazno prakti¢no pitanje o broju iteracija potrebnih za rjeSenje L P
problema sa n varijabli i m ogranicenja. Za takav problem postoji najvise

() =

iteracija. Pokazuje se da je ovo veoma slaba ocjena, jer simpleks metoda ne ispituje
sva bazna rjeSenja, kojih je mnogo ¢ak i u problemima osrednje veli¢ine. Prakti¢no
se ispituje samo mali broj baznih, dostiznnih rjeSenja. Iz prakse proizilazi da se
broj iteracija krec¢e izmedju m i 3m. Postoje i tvrdnje da je za slucajno izabran
problem, sa fiksiranim m, broj iteracija proporcionalan sa n. Prihvatljiva ocjena
broja iteracija je 2(n + m).

Pitanje o maksimalnom moguc¢em broju dostiznih rjeSenja je druga stvar. Algo-
ritam se u pivot koraku krece od jedne ekstremne tacke skupa dostiznih rjeSenja
do neke susjedne ekstremne tacke. Vrijednost funkcije monotono raste kako se
put povecava. Ovaj put baznih dostiznih rjeSenja naziva se izotoni put u odnosu
na objektivnu funkciju z = ¢?x. Duzina puta [ se defini$e kao broj tataka na putu,
iskljuc¢ujuéi polaznu tacku. Klee i Minty [1972] su rijeSili sljedeéi problem. Neka
je dat LP problem min{c? : Ax > b, x > 0}, gdje je A matrica reda m x n.
Kolika je maksimalna duzina nekog izotonog puta? Selektovanjem odgovaraju-
¢ih baznih varijabli u iterativnim koracima, moZe se posti¢i da simpleks metoda
slijedi takav put. Pomenuti autori su konstruisali primjer koji pokazuje da mak-
simalna duZina puta moZe biti veli¢ine ¢ak 2% — 1, gdje je k = 2 = n. Broj nije
ogranicen polinomom po m i n, Sto znaci da je moguce nadi varijantu simpleks
metode koja slijedi neki izotoni put i taj put nije polinomijalno ogranicen. Nasa
varijanta simpleks metode rjeSava problem Klee-Minty - ja u polinomijalnom vre-
menu. Khachian [1980] je prezentovao LP problem sa n redova i 2n kolona, koji
za rjeSenje problema treba 27! iteracija.

Sa teorijskog aspekta, simleks metoda ima nedostatak da njena vremenska slo-
Zenost nije polinomijalno ograni¢ena. Umjesto toga, granica je eksponencijalna,
Sto karakteriSe algoritme koji se mogu primijeniti samo na relativho male pro-
bleme. Ostaje interesantno pitanje: zbog ¢ega simpleks metoda pokazuje dobre
performanse pri rjeSavanju prakti¢nih problema proizvoljne dimenzije?

Khachian [1979, 1980] je nasao polinomijalan algoritam za rjeSavanje LP pro-
blema. Njegov algorita nije bio praktican. Karmarkarov algoritam, koji je uslijedio,
takodje je polinomijalan, ali ima i prakti¢nu vrijednost.

7.7 Problemi ekvivalentni linearnom programiranju

Korisno je identifikovati klasu problema koji su ekvivalentni LP problemu u
smislu da su jednako teski za rjeSavanje. Preciznije, neki problem je ekvivalentan
LP problemu ako se u polinomijalnom vremenu moze svesti na L P problem. Ovaj
pojam ekvivalentnosti dozvoljava da se bilo koji L P-ekvivalentan problem posma-
tra kao LP problem i da se u njegovom rjesavanju primijeni simpleks algoritam.
Moze se pokazati da su mnogi matematicki problemmi L P-ekvivalentni. Neki
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interesantni slucajevi ukljucuju i sljedecée probleme.

Linearne nejednacine

Neka je data cjelobrojna matrica A, tipa m X n i cjelobrojni m-vektor b. Treba
ispitati da li postoji racionalan vektor x takav da je Ax < b. Geometrijska for-
mulacija problema linearnih nejednacina trazi da se za date zatvorene poluravni
H;={z:al'x <b;},i=1,2,...,n,odredije li neprazan presjek HiNHzN...NH,.
Napominjemo da se u problemu linearnih nejednacina trazi konstatovanje posto-
janja rjeSenja, dok se nalaZenje samog rjeSenja ne trazi.

Zadatak 7.1. Dokazati da su problem LP i problem linearnih nejednacina ekviva-
lentni.

Relevantnost Skup ogranitenja je redudantan ako postoji ogranicenje koje je
zadovoljeno ¢im su ostala ogranicenja zadovoljena. Korisno je znati je 1li neki
skup ogranicenja u LP problemima redudantan. Ovo nas dovodi do pojma
relevantnosti. Neka je zadat skup ogranitenja {alx < b;},i=1,2,,...,m. Odre-
diti da li zadovoljenje zadnjih m — 1 ogranicenja povlaci zadovoljenje svih m ogra-
nicenja.

Primijetimo da je sljede¢i problem slican, ali je mnogo tezi i nije LP-
ekvivalentan: Neka je dat skup linearnih ogranicenja {a’x < b;},i=1,2,,...,m
i cijeli broj k. Odrediti neki skup od & ograni¢enja tako da njegova zadovoljivost
povlaci zadovoljivost svih ograni¢enja.

Ekstremne tacke Neka je dat skup tacaka u Euklidovom prostoru E™. Konveksni
omotac je najmanji konveksan skup koji sadrzi ove tacke.

Tacka @ je ekstremna tacka u odnosu na tacke Py, P, ..., P, ako i samo ako
je @ ekstremna za konveksni omotac tataka Py, P, ..., P,. Problem ekstremne
tacke trazi da se za dati skup tacaka Py, Py, ..., P, u E™, odredi je li P, ekstremna
uodnosuna P, Ps,...,P,.

Posto je P, unutrasnja za konveksan omotac tacaka P, Ps, ..., P, ako i samo

ako . .
inp,; =Py, z>0,i Zm =1
=1 =1

to ovaj problem moze biti rijeSen simpleks metodom.

Razdvajanje skupova tacaka Dva skupa tacaka su razdvojivi ako i samo ako po-
stoji hiper-ravan H, tako da sve tacke jednog skupa leze sa jedne strane H, a sve
tacke drugog skupa sa druge strane H. Problem separacije (razdvajanja) glasi: Dati
su skupovi tacaka Py, Ps,..., P, i Q1,Qo,...,Q,. Odrediti da li su ova dva skupa
razdvojivi.






Glava

Brza Furijeova transformacija

Furijeova transformaciija se prirodno pojavljuje u mnogim inzinjerskim i na-
ucnim oblastima i zbog toga je potrebno potraziti algoritam koji racuna Furijeovu
transformaciju. Pokazuje se da Furiijeova transformacija omogucuje dizajn drugih
efektivnih algoritama, npr. algoritma za efikasno mnozenje dva polinoma. Na vek-
tore koeficijenata se prvo primijeni linearna transformacija, zatim se na slikama
koeficijenata primijeni operacija prostija od konvolucija i na kraju inverzna trans-
formacija rezultata daje trazeni rezultat. Linearna transformacija pogodna za ovu
situaciju je diskretna Furijeova transformacija.

8.1 Kompleksni korjeni jedinice

DefiniSemo n-ti korjen jedinice, gdje je n = 1,2, ... kompleksni broj z takav da

je
=1
Za n-ti korjen iz jedinice kazemo da je prost ako je
P A1(k=1,2,...,n—1)
Prost korjen jedinice je oblika
e
jer je

2mik

(e )= £1(k=1,2,..,n—1)

Da bismo u praksi koristili ovu formulu, koristimo jednakost

e™ = cosu+isinu
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8.2 Diskretna Furijeova transformacija

Neka je dat polinom

n—1
P(z) = Z ajx’!
§=0

stepena n. Pretpostavimo da Zelimo da izracunamo vrijednosti datog polinoma
P koji je dat svojim vektorom koeficijenata a = (ao,as,...,an—1) U tackama
20,21, ..., 2", pri éemu je z n-ti korjen iz jedinice.

Say (k=0,1,...,n — 1) oznat¢imo
n—1
ye = P(z") =Y a;2M
§=0

Vektor y = (yo,¥1,-..,Yyn—1) Naziva se Diskretna Furijeova transformacija
(DFT) vektora koeficijenata a = (ao, a1, ..., an—1). Takodje se i piSe y = DF'T,,(a).

8.3 Brza Furijeova transformacija

Koriscenjem metode koja se naziva Brza Furijeova transformacija (FFT - Fast
Fourier Transform) moZemo izra¢unati DFT, (a) za vrijeme O(nlogn), naspram
standardnog izracunavanje koje uzima O(n?). FFT koristi specijalne osobine kom-
pleksnih korjena iz jedinice i tehniku "podijeli i vladaj".

Ideja je da se dati polinom podijeli na dva manja polinoma, stepena % koji
sadrze koeficijente sa parnim, odnosno neparnim koeficijentima. Oznacicemo ih

sa Pi(x) i P»(x) sljedece polinome

Pi(z) = ag + az(x) + a4(x2) + ...+ an,Q(x%—l)
Py(z) = ay + az(z) + as(x?) + ... + ap_q(z2 )

Sada polinom P(z) mozemo predstaviti kao
P(z) = Pi(2?) + 2Py (2?)

Problem izracunavanja vrijednosti polinoma stepena n, P(z) u tackama
20,21, ...,2"" ! sveden je na dva potproblema izratunavanja vrijednosti polinoma
Py ()i Py(x) stepena % u tatkama (2°)2, (z1)?, ..., (2"~ 1)2

Broj koraka za polinom velitine n je T'(n) = T(%) + n, tj. kompleksnost
FFT,(a) je O(n) = nlogn.

Primjena brze Furijeove transformacije je Siroka. Najznacajnija primjena je u
digitalnog obradi zvuka. Kasnije Ce biti prikazana primjena kod mnoZenja poli-
noma.
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8.4 Implementacija

Ovdje ¢e biti prikazana implementacija brze Furijeove transformacije za poli-
nome realnih koeficijenata.

Pretpostavlja se da je implementirana struktura cn za rad sa kompleksnim bro-
jevima, metode koje vrSe osnovne aritmeticke operacije sa kompleksnim brojevima
- sabiranje (complex_plus_complex(cn, cn)),
oduzimanje (complex_minus_complex(cn, cn)) i
stepenovanje (complex_power(cn, double)) kao i metoda koja kreira komplek-
san broj od njegovog realnog i imaginarnog dijela
(make_complex_number (double, double)). Dalje, a je vektor koeficijenata poli-
noma, y je vektor DFT(a), n duZina vektora i z korjen jedinice za koji se racuna
vrijednost. Na pocetku je z = e .

void FFT(double *a, cn *y, int n, cn z)
{
if(n == 1)
{
y[0] = make_complex_number(a[0], 0);
return;
}

int i, j;

double *aeven = (double*) malloc(sizeof (double)*n/2);
double *aodd = (double*) malloc(sizeof (double)*n/2);

for(i = 0, j =0; 1 < n; i=i+2)
aeven[j++] = alil;

for(i =1, j = 0; i < n; i=i+2)
aodd[j++] = a[il;

cn¥ T
cn* Q

(cn*) malloc(sizeof(cn) * n/2);
(cn*) malloc(sizeof(cn) * n/2);

FFT(aeven, T, n/2, complex_power(z,2));
FFT(aodd, Q, n/2, complex_power(z,2));

for(i = 0; i < n/2; i++)

{
y[i] = complex_plus_complex(T[i],
complex_multiply_complex(complex_power(z, i),
QLil));
y[i+n/2] = complex_minus_complex(T[i],
complex_multiply_complex(complex_power(z, i),
Qlild);
}
free(T);

free(Q);
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free(aodd) ;
free(aeven) ;

8.5 Mnozenje polinoma u vremenu O(nlogn)

Neka su dati polinomi P(z) i Q(x) stepena n
n—1
= Z (leL'j
j=0
n—1
= Z bj.’L'j
j=0

Potrebno je izrac¢unati njihov proizvod P(z)Q(x) koji ima stepen 2n — 2. "Klasi¢-
nim" postupkom, mnoZimo svaki od koeficijenata iz vektora a sa svakim koeficijen-
tom iz vektora b i imamo n? mnoZenja, odnosno kompleksnost takvog mnoZenja
je O(n?).

Ukoliko polinom predstavimo na drugaciji na¢in, mnozenje polinoma moze biti
efikasnije.

Polinom se moZe predstaviti, umjesto vektorom svojih koeficijenata, vektorom
svojih vrijednosti u n razlic¢itih tacaka. Te vrijednosti jednozna¢no odredjuju po-
linom. Ako su polinomi P i ) predstavljeni vrijednostima u n razli¢itih tacaka
tada je njihov proizvod PQ odredjen u 2n — 1 tacaka, tj. njihov proizvod se moze
izracunati u 2n — 1 mnoZenja, tj. u vremenu O(n). Medutim, polinomi su najce-
S¢e zadati vektorom svojih koeficijenata, a i predstavljanje polinoma vrijednostima
nije pogodno za mnoge primjene. Postavlja se pitanje da li postoji efikasan algo-
ritam koji prevodi polinome iz jednog zapisa u drugi? Odgovor je upravo brza
Furijeova transformacija.

Ukoliko nam je polinom dat svojim vektorom koeficijenata i izabaremo n proi-
zvoljnih tataka, za predstavljanje vrijednostima potrebno je n? operacija - za svaku
od n tacaka potrebno je n mnoZenja (Hornerova $ema). Obrnuti postupak, pre-
lazak sa predstavljanja vrijednostima u n tacaka na vektor koeficijenata naziva
se interpolacija. Ona takodje zahtijeva n? operacija. Da bismo poboljsali algori-
tam, necemo birati n proizvoljnih tacaka, ve¢ n korjena iz jedinice - racuna¢emo
vrijednosti polinoma u tatkama e .

Brzom Furijeovom transformacijom moZemo polinom koji Je dat pomocu
vektora koeficijentima prevesti u vektor vrijednosti u tackama e za vrijeme
O(nlogn).

Da bi algoritam bio u potpunosti efektivan, potrebno je konstruisati algoritam
interpolacije koji ima kompleksnost O(nlogn). Taj postupak se naziva Inverzna
Furijeova transformacija.
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Prisjetimo se da je vektor y = DF'T,,(a) dat sljede¢im jednakostima
n—1 ]
ye = P(z*) =) a2
j=0

Inverzna Furijeova transformacija data je jednakostima (ViSe detalja moze se naci
u [9]ili [18])

Primjenom osobina kompleksnih brojeva, lako se dokazuje da ako je z primi-
tivni korjen iz jedinice, tada je to i z~!. To znati da vektor @ moZemo izratunati
primjenom brze Furijeove transformacije, tj. za vrijeme O(nlogn).

Time je dokazano da se polinomi P i () mogu pomnoziti za vrijeme O(nlogn).

Napominjemo da moZzemo raditi i u modularnoj aritmetici umjesto u C. Neka
je Z,, skup cijelih brojeva po modulu m. Sljede¢a teorema opravdava nas plan.

Teorema 8.1. Ako su n,w stepeni 2 (# 1), tada je w prost korijen iz jedinice, po
modulu m = w™ + 1.

Dokaz. Treba biti w? +1 = 0(mod m), ili w? = —1(mod m). Dokaz kompletiramo
koriste¢i Y wPi=0,za0 <p<n—1. O
Zadatak 8.1. Izra¢unati DFT od (0,1,2,3).

Zadatak 8.2. Opisati algoritam koji ima kompleksnost O(nlog?n) i koji nalazi poli-
nom p(x) Cije su nule tacno z1, zo,- - , zn—1 (dozvoljena su ponavljanja).

Zadatak 8.3. Opisati efikasan algoritam za
e mnozenje dvije Toeplitz-ove matrice

e za mnozenje Toeplitz-ove matrice vektorom
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Pronalazenje uzorka u tekstu

9.1 Uvod

Svaki program za editovanje teksta ima mogucnost pretrage teksta i pronalaska
unesenog niza karaktera. U ovom poglavlju bi¢e opisani algoritmi koji rjeSavaju
taj problem. Efikasan algoritam koji rjeSava ovaj problem moze se primjeniti i u
druge svrhe, ne samo za pretragu nizova teksta, ve¢ proizvoljnih podataka, recimo
za pronalazenje odgovarajucih nizova u DNK.

Formalno, ovaj problem glasi: Neka je data kona¢na azbuka ¥ i rijec¢i T[1...n]
duzine n i P[1...m] duzine m, m < n nad datom azbukom. Nizove karaktera T i
P takodje nazivamo stringovima. Kazemo da se uzorak P pojavljuje sa pomakom
s u tekstu T (ili, ekvivalentno, da se uzorak P pojavljuje u tekstu T sa pocetkom
na poziciji s + 1) akoza 0 < s <n —mvazi T'[s + 1l...s + m] = P[l...m] (tj. da je
T[s +i] = P[i],1 < i < m). Ukoliko se uzorak P pojavljuje sa pomakom s u T,
tada s nazivamo ispravan pomak. U suprotnom, za s kazemo da je neispravan po-
mak. Problem pronalaska uzorka u tekstu je problem pronalazenja svih ispravnih
pomaka datog uzorka P u tekstu 7.

Najjednostavniji algoritam koji rjeSava ovaj problem je prosti algoritam grube
sile (Brute force). Dovoljno je uporediti sve moguce podnizove niza T sa uzor-
kom P i tako otkriti da tekst T sadrzi uzorak P, tj. posmatrati sve podnizove
thsthgts o thym—1 za k = 0,1,..n — m ! teksta T i uporedjivati ih karakter po
karakter sa uzorkom P. Uporedjivanje se vrsi sve dok se ne ustanovi da su svi
znaci jednaki ili dok se ne naidje na neslaganje. U tom slucaju se podniz pomjera
jedno mjesto u desno i ponovo se primjenjuje isti algoritam.

Broj uporedjivanja je manji od mn, pa je slozenost ovog algoritma O((n —m +
1)m) u najgorem slucaju.

U narednim redovima je prikazan kod algoritma.

1Zbog indeksiranja nizova u programskom jeziku C, podrazumijevace se da prvi element niza ima
indeks 0, a ne 1
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void brute_force(char* pattern, char* text, int m, int n)
{ // m - duzina uzorka, n - duzina teksta

int i = 0; // indeks uzorka

int j = 0; // indeks teksta

while(i < m && j < n)

{
if (pattern[i] == text[jl)
{
it++; j++;
}
else
{
j=jo- i+ 1
= 0;
}
if (i == m)
{
printf("Pojavljivanje na indeksu: %d\n", j - 1i);
i= 03
}
}

U ovom algoritmu, indeks se vra¢a unazad svaki put kada se naidje na neslaga-
nje. To je upravo ono $to ovaj algoritam ¢ini neefikasnim. U narednim poglavljima
¢e biti prikazani optimalniji algoritmi za rjeSavanje ovog problema.

9.2 Rabin-Karp algoritam

Ovaj algoritam su razvili Michael O. Rabin i Richard M. Karp, 1987. godine,
a zasniva se na primjeni he$ funkcije koja izracunava dekadnu vrijednost za dati
niza cifara.

Pretpostavimo da je data azbuka ¥ =0, 1,2, ...,9, tj. da su karakteri decimalne
cifre. Ukoliko to nije slucaj, karaktere mozemo posmatrati kao cifre u brojnom
sistemu sa osnovom d, gdje je d = |X|. Tada string duzine k¥ moZemo posmatrati
kao k-tocifreni broj. Npr. ako je data azbuka ¥ = 0,1,2,...,9 string “12345”
mozemo posmatrati kao dekadni broj 12345. String “abcdef” mozemo predstaviti
kao dekadni broj tako $to svakom karakteru dodijelimo jednu cifru, npr. a = 0,
b=1, ..., z = 26 i sli¢no. Tako bi string abc u azbuci ¥ = a,b,c¢, ..., z, d = |X| = 26
imao dekadnu (he$) vrijednosti a - 262 + b - 26! +c¢ = 0% 262 +1-26 + 3 = 29.
Ovo je samo jedan od nacina heSiranja. Za heSiranje se moze izabrati bilo koja he$
funkcija h : a[] — R.

Sa p ¢emo oznacavati dekadni broj koji odgovara uzorku P a sa t; dekadne
brojeve koji odgovaraju stringovima T'[s...s + m — 1] za s =0, 1,...,n — m.

Vrijednost dekadnog broja u sistemu sa osnovom d moZemo izracunati u vre-
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menu O(m), pomoc¢u Hornerove sheme:
p=Plm — 1]+ d(P[m — 2] + d(P[m — 3] + ... + dP[0])))

Vrijednost ¢y se na isti nac¢in moze izrac¢unati u vremenu O(m), a svaka slje-
deca vrijednost ¢4, ..., t,_., Se moze ozracunati u konstantnom vremenu, tako $to
vrijednosti ¢; dobijemo pomocu vrijednosti ¢;_; na sljede¢i nacin:

ti=d(tiy —d™ ' T[i — 1)) + T[i +m — 1]

Prostije re¢eno, potrebno je ukloniti cifru najvece tezine, i dodati sljedecu cifru
iz niza. Npr. ako je 7' = 123456, d = 10 i m = 5, tada je:

to = 12345
t; = 10(12345 — 10000 - 1) + 6 = 23456

Ako je vrijednost d™ ! poznata tada svako izratunavanje tro$i konstantan broj
aritmetickih operacija. Da bi rijeSili problem, potrebno je pronaci pomake s (ako
postoje) za koje je ts = p. Medutim i to ne rjeSava problem u potpunosti, jer
ts = p ne povlaci da je P[0...m — 1] = T'[s...s + m — 1], ali zato t5 # p odredjuje da
P[0...m—1] # T[s...s+m—1]. Do konac¢nog rjeSenja, potrebno je jos provjeriti koji
od pomaka s za koje vazi t; = p zadovoljava kriterijume, a to se moZze provjeriti
prostim uporedivanjem nizova P[0...m — 1] i T'[s...s +m — 1].

Za male nizove karaktera ovakav pristup je prihvatljiv. Problem moZze nastati
ako su nizovi karaktera veliki i samim tim, ako su vrijednosti p i ¢s; jako velike,
takve da se sa njima ne moze manipulisati na uobicajen nacin (npr. za vrijednosti
p its se ne moZe Kkoristiti osnovni tip podatka za cijele brojeve). Taj problem se
moze prevazi¢i pamcenjem ostataka pri dijeljenju brojeva p i t, sa odgovaraju¢im
brojem ¢, umjesto samih brojeva p i ¢;. Ostatak pri dijeljenju broja p sa brojem
g moze se izracunati u vremenu O(m) a svi ostatci pri djeljenju brojeva t5 sa ¢ u
vremenu O(n —m + 1). Broj ¢ se bira tako da bude prost i da vrijednost dqg moze
stati u standardni tip podataka kojeg Zelimo koristiti. U tom slucaju algoritam je
identican, samo Sto posmatramo ostatke pri dijeljenju sa g:

t; = (d(tic1 —hT[i— 1))+ T[i+m—1]) mod ¢

pri éemu je h = d™ ! ( mod q).

Ulazni podaci za algoritam Rabin-Karp su tekst 7', uzorak P, broj slova azbuke
|X| = d, i prost broj g. U primjeru koji slijedi, azbuka je ¥ = q, b, c, ..., z a vrijednost
karakterajea =0,b=1, ..., 2 = 26.

int value(char* s, int n, int d)
{ // racuna vrijednost niza karaktera s,
// duZine d u sistemu s osnovom d
int i, result = 0;
for(i = 0; i < n; i++)
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result = d*result + s[i] - ’a’;
return result;
}
void RabinKarp(char* T, char* P, int d, int q)
{
int i, j;
int n = strlen(T);
int m = strlen(P);
int h = power(d, m-1) % q;
int* t = (int*) malloc(sizeof (int) * (n-m));
int p = value(P, m, d);
t[0] = value(T, m, d);
for(i = 1; i < n-m; i++)
{
t[i] = (d*(t[i-1] - (T[i-1]-’a’)*h) + T[i+tm-1]-’a’) % q;
printf("%d, %d\n", i, t[il);
}
for(i = 0; i < n-m; i++)
if(p == t[i])
{ // p = tl[i]l, potrebno je ispitati da 1li su nizovi identicni
for(j = 0; j < m; j++)
if (TLi+j]1 !'= PLD)
break;
if(j == m)
printf("Pojavljivanje na indeksu: %d\n", 1i);
}
free(t);
}

Algoritam Rabin-Karp u najgorem slucaju tro$i O((n —m + 1)m) vremena, kao
i algoritam Brute force, ali u prosjecnom slu¢aju trosi samo O(n + m).

9.3 Boyer-Moore algoritam

Boyer-Moore algoritam je jedan od najceSce upotrebljavanih algoritama u apli-
kacijama koje imaju funkciju pretrage teksta, a razvili su ga Bob Boyer i J Strother
Moore, 1977. godine.

Ovaj algoritam u datom tekstu trazi uzorak tako Sto uporedjuje karaktere
uzorka sa desna ulijevo (od kraja uzorka ka pocetku). Kada se naidje na nepo-
klapanje, vrsi se pomjeranje udesno $to je dalje moguce. Postoje dvije vrste po-
mjeranja - pomjeranje loseg karaktera (bad character shift) i pomjeranje dobrog
nastavka (good suffix shift).
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Prvo pomjeranje omogucuje da se, ukoliko se u tekstu naidje na karakter kojeg
nema u uzorku, narednih m — 1 karaktera moZze preskociti, pri ¢emu je m duZina
uzorka.

Na primjer, ako je dat uzorak “AABE” i tekst “BABCAABEABEBBAE” uporedji-
vanje se vrsi na sljededi nacin:

AABE
4= BABCAABEABEBBAFE
1= BABCAABEABEBBAE,/
2= BABCAABFEABEBBAE
2= BABCAABEABEBBAE
3= BABCAABEABEBBAE
BABCAABEABEBBAE _

Za ovo pomjeranje potrebno je napraviti tabelu pomjeranja uzorka - za svaki
karakter treba odrediti vrijednost pomjeranja udesno.
U prethodnom primjeru, za uzorak “AABE” tabela pomjeranja izgleda

A | B | E | ostali karakteri
31211 4

Sto znaci, kada se u tekstu naidje na karakter A a nema poklapanja, vrsi se
pomjeranje uzorka udesno za 3 mjesta. Kada se naidje na B, pomjeranje je 2
mjesta itd.

Ideja drugog pomjeranja je da, ukoliko se u tekstu dogodi nepoklapanje a upo-
redjuje se karakter koji se nalazi negdje u tekstu, pomjeranje se vrsi tako da se
dogodi poklapanje. Tabela ovih pomjeranja je proSirenje prve - umjesto da se
posmatraju pomaci za pojedine karaktere, posmatraju se pomaci za podstringove
datog uzorka. Ukoliko je uzorak oblika P[0...m — 1] posmatraju se podstringovi
Plm —1], ... P[2..m — 1] 1 P[l...m — 1] i za svaki od njih se racuna pomak takav
da dodje do poklapanja na mjestima sa desna ulijevo. Ova tabela se naziva tabela
pomjeranja dobrog nastavka.

Za uzorak “AEBEAAE”, ova tabela izgleda

E® | AQE | AQAE | EQAAE | BREAAE | ARBEAAE | AQABEAAE
1 3 5 7 7 7 7

Pomocu ove dvije tabele moguce je izvesti pretrazivanje na opisani nacin. Uzo-
rak se u tekstu trazi tako Sto se sa desna ulijevo uporedjuju karatkeri uzorka sa
karakterima u tekstu, a ukoliko se dogodi nepoklapanje, pomjeranje se vrsi po-
mocu opisanih tabela.

Algoritam Boyer-Moore, za pronalazak svih pojavljivanja uzorka u tekstu, zah-
tijeva priblizno 3n uporedjivanja, pa je njegova kompleksnost O(n). Ovo je 1991.
godine dokazao Richard Cole (Vd. [7]).
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9.3.1 Implementacija Boyer-Moore algoritma

Boyer-Moore algoritam je zgodan za ilustraciju metode transformacionog ra-
zvoja programa. U transformacionoj metodi se polazi od jednostavnog, cesto rje-
Senja "grube sile", pa se kroz niz iteracija rjeSenje poboljsava, dok se ne dobije
rjeSenje koje nas zadovoljava. Zbog nedostatka prostora, ovdje ¢emo dati samo
elemente gotovog rjeSenje problema i oznake i definicije relevantne za preprocesi-
ranje i razumijevanje programa. ViSe detalja dizajna i analize slozenosti algoritma,
mogu se naci u knjizi [13] i originalnom radu [6]. U radu [6] je dokazano da BM
algoritam nije brz algoritam u smislu "najgoreg slucaja", ali je brz u smislu stati-
sticke ("average case") sloZenosti.

Prilikom poboljsanja algoritma "grube sile" za pronalazenje uzorka u tekstu, sa
ciliem da se dobije linearni algoritam, koristi se preprocesiranje. Pri tome se polazi
od invarijante P[0...j] = T'[i...i + j] i broja simbola koji se slazu u uzorku i tekstu
pri pomaku. Uvode se oznake simbol = T[i+j+1],1p = max(0, j — pomak). Tu je
pomak najmanji prirodan broj k¥ > 1 koji zadovoljava odredjeni uslov povezan sa
potpunom informacijom (znamo vrijednost j i simbol) ili nepotpunom informaci-
jom (znamo vrijednost j i svojstvo T'[i +j+ 1] # P[j+1]). Za potpunu informaciju
imamo uslov:

PJ0...p] je sufiks rijeci P[0..5]

((P[p + 1] = simbol) ili (pomak = j + 1)).

Uvodi se funkcija Py(j) = maz{0 < p < jluslovy(p,j)}, gdje uslovy oznacava
nepotpunu informaciju. Drugim rijecima, P,(j) je broj simbola koji se slazu u
uzorku i u tekstu nakon pomaka pri nepotpunoj informaciji. Funkcija P; (j, simbol)
se uvodi kao broj simbola koji se slazu u uzorku i u tekstu nakon pomaka pri
potpunoj informaciji. Funkcija P1 se rekurzivno zapisuje

P1(j,simbol)=if j=0 then O0;
else
if P[P1(j-1,P[j]1)+1]=simbol then P1(j-1,P[jl1)+1;
else P1(P1(j-1,P[j]),simbol))

Probajmo nadi vezu izmedju Py i P;.
Py (4, simbol) = max(0 <k <j:k=0ili

(P[0...j — 1] je sufiks P[0...7] i P[k] = simbol)).

Zbog toga za j > 1 vazi Py(j) = P1(5 — 1, P[j]).

Iz algoritma koji je predstavljen navedenom rekurzivnom vezom moZe se racu-
nati P, ali taj algoritam nema linearnu slozenost. Da bi se taj algoritam ubrzao,
funkcije Py i P, se tabuliraju kao nizovi vrijednosti funkcija respektivno i koristi
se metod dinamickog programiranja. Prije pocetka racunanja polja niza Py[ | se
inicijaliziraju sa "nije ra¢unato".

Neka je s vrijednost pomaka takva da je moguca pojava uzorka pocevsi od pozicije
i + s. DefiniSemo sljedeca tri uslova:
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e uslov 1: j — s < pozicija(T[i + j]), gdje je pozicija(simbol) broj prve
pojave simbola simbol u uzorku P, sa desne strane uzorka. Na primjer,
pozicija(b) = 3 za P = aaba. Ako se simbol ne pojavljuje u uzorku, onda
je pozicija(simbol) = 0.

e uslov 2: za svaki j < k < m (s > m) ili (P[k — s] = PJk]). Posebno, ako je
j+s < m, ondaje P[j...m] = P[j —s...m — s|. Ovaj uslov izrazava saglasnost
pomaknutog dijela teksta P sa dijelom koji je posljednji pasovao do teksta
T.

e uslov 3: (s > jili (P[j — s] # P[j]). Ovaj uslov slijedi iz nesaglasnosti
posljednjih ¢itanih simbola teksta T" i uzorka P.

Ako uvedemo oznake
dq1(j) = min{s > 1|vazi uslov2},

da(j) = min{s > 1|vaze uslov2 i uslov3},
onda moZemo napisati sljedec¢u varijantu Boyer-Moore algoritma:

function BM(){
int i=0;
int 1=0;
while (i<=n-m){
j=m;
while(j>1 && P[j1=T[i+jl)
j=j-1;
if (j=1) then //Pojava uzorka. Zapamtiti informaciju!
{printf("%d",1i);
1 = m-k;//k=shift(P), pa je k=d2(0)
j=0; }
else 1=0;
i=i+d2(j);
}
}

Algoritam za racunanje funkcije d2 nije trivijalan i njegova pocetna verzija data
u radu [17] nije bila ispravna, jer je ispusten jedan mogudi slucaj [23]. Kod koji
navodimo pokazuje nacin na koji funkciju d2 ra¢unamo u linearnom vremenu.

function racunanjeTabeled2(){
for(ji=1; j1 < m; ji++)
d2[j1]=m;
P1[0]=1;
for(j=1< m; j++){
t1=P1[j-11;
while(P[m-j+1] != P[m-t1){
s=j-t-1;
jl=m-t;
d2[j1]=min(d2[j1],s);
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t=P1[t];
};
if (P[m-t]=P[m-j+1]) then
P1[jI=t+1;
elseq{
d2[m]=min(d2[m],j-1);
P1[j1=0;

3

};
\\Racunanje d2[j] za j koje zadovoljava d2[jl>=j
t=PO[m]; q=1; //PO je izracunat u preprocesiranju
while (t > 0){

s=m-t;

for (j=q; j<=s;j++)

d2[jl=min(d2[j], s);

q=s+1;

t=PO[t];

}

9.4 Knuth-Morris-Pratt

Knuth, Morris i Prat su 1977. godine objavili algoritam koji je pronalazio uzo-
rak u datom tekstu u linearnom vremenu. Osnovna ideja algoritma je da se obra-
zac prvo analizira, $Sto omogucava da se izbjegne testiranje svake pozicije teksta.

Algoritam prvo ucCitava uzorak i formira tabelu h, koja odredjuje koliko zna-
kova treba pomjeriti uzorak udesno u slucaju neslaganja, a zatim se prelazi na
traZenje uzorka u tekstu.

Pretpostavimo da je do neslaganja doslo na poziciji 7 u uzorku, tj. za neki
indeks j u tekstu je p; # s; i pip2..pi—1 = Sj—i+15j—i+2...S;—1. Postavlja se pita-
nje: koliko uzorak najmanje treba pomjeriti udesno, odnosno koji znak p; uzorka
treba postaviti ispod znaka s; teksta, tako da se (manji) dio uzorka pips...p;—1,
[ < i, i dalje slaZe sa dijelom teksta s;_;1s;_;12...5;_1, i da pri tome bude
D1 7é pi? Posto _]€l < 1, bice Di—141Pi—142---Pi—1 = Sj—1+15j—142---5j—1- ZbOg
toga je jednakost pips..pi—1 = Sj_i+15j—i42-..5;—1 ekvivalentna sa slaganjem
P1P2---Pi—1 = Di—i+1Pi+i—2.--pi—1 prefiksa uzorka duzine | — 1 sa dijelom uzorka
koji se zavrSava sa p;_1 Sto je uslov koji ne zavisi od teksta, nego samo od uzorka.
Posto i uslov p; # p; zavisi samo od uzorka, jasno je da indeks / zavisi samo od in-
deksa i i znakova uzorka p, ps, ..., p;. Moguce je dakle najpre obraditi uzorak, tako
da se u poseban vektor h na poziciju h[i] smjesti izracunati indeks [, i = 1,2, ..., m.
Ako ni za jedno ! < ¢ nije istovremeno pips...pi—1 = Pi—i+1Pi—i1+2---Pi—1 1 DI # Dis
onda se stavlja h[i] = 0: p; se postavlja ispod ;1.

Ukoliko je prvo neslaganje na p; # s;, tada se oCitava vrijednost | = h[i] i
uzorak se pomjera udesno za i — h[i], pa se (ako je [ > 0) provjerava da li je
p1 = s; . Ako jeste, onda se uporedjuju p;4; i s;11, a ako nije, onda se postupa
na ve¢ poznat nacin: ocitava vrijednost h[l] a uzorak se pomjera dalje udesno za
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I — h[l], itd. Ukoliko je I = 0, onda se napreduje u tekstu, tj. p; se postavlja ispod
Sj+1-

9.4.1 Implementacija Knuth-Morris-Pratt algoritma

Implementirana je varijanta Knuth-Morris-Pratt algoritma u kojem se koristi
originalno sp’ preprocesiranje. Na$ kod je adaptacija koda iz paketa STRM AT
D. Gusfielda i J. Knight-a i oslanja se na originalan kod iz rada [17]. Detaljna
objasnjenja programa mogu se nad¢i u knjizi [13]. Nekoliko novijih metoda za
preprocesiranje teksta razvijeno je na osnovu originalne metode K M P i zbog toga
smatramo da je poznavanje originalne metode potrebno i korisno.

/*
*
*KMP algoritam
*
*/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#endif
#include "kmp.h"
/*
*
* Originalno Knuth-Morris-Pratt preprocesiranje
* koristenjem spprim vrijednosti.
*
*/
KMP_STRUCT *kmp_spprime_orig_prep(char *P, int M, int copyflag)
{
int i, v, *F, *sp, *spprime;
char x, *buf;
KMP_STRUCT =*vrh;

P--; /* Shift da se napravi niz P[1],...,P[M] */

/*

* Alocirati sve.

*/

if ((vrh = malloc(sizeof (KMP_STRUCT))) == NULL)
return NULL;

memset (vrh, 0, sizeof (KMP_STRUCT));
vrh->M = M;
vrh->copyflag = copyflag;

if ((F = vrh->F = malloc((M + 2) * sizeof(int))) == NULL) {
free(vrh);
return NULL;
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}
memset(F, 0, (M + 2) * sizeof(int));

if (!copyflag)
vrh->P = P;
else {
if ((buf = malloc(M + 2)) == NULL) {
kmp_free(vrh);
return NULL;
}

buf [0] = buf[M+1] = °\0’;
memcpy(buf + 1, P + 1, M);
vrh->P = buf;

if ((sp = malloc((M + 1) * sizeof(int))) == NULL ||
(spprime = malloc((M + 1) * sizeof(int))) == NULL) {
if (sp != NULL)
free(sp);
kmp_free(vrh);
return NULL;
}
memset(sp, 0, (M + 1) * sizeof(int));
memset (spprime, 0, (M + 1) * sizeof(int));

/*
* Racunaj sp vrijednosti, a zatim spprim vrijednosti.

*/

spl1] = 0;
for (i=1; i <=M - 1; i++) {
x = P[i+1];
v = splil;
while (v != 0 && P[v+1] !'= x) {
v = splvl;

if (P[v+1] == x)
spli+1] = v + 1;
else
spli+1] = 0;

spprime[1] = 0;

for (i=2; i <= M; i++) {
v = splil;
if (P[v+1] !'= P[i+1])
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spprime[i] = v;
else
spprime[i] = spprime([v];
}
/*
* Racunaj vrijednosti F.
*/
F[1] = 1;

for (i=2; i <= M + 1; i++) {
F[i] = spprime[i-1] + 1;

free(spprime) ;
free(sp);

return vrh;

/*
*
* Knuth-Morris-Pratt algoritam pretrazivanja.
*
*/
char *kmp_search(KMP_STRUCT #*vrh, char #T, int N, int initmatch)
{
int p, c, M, *F;

char *P;

T--3 /* Shifta da se napravi niz T[1],...,T[N] */
P = vrh->P;

M = vrh->M;

F = vrh->F;

/%

* Ranuj Knuth-Morris-Pratt algoritam na nizu.
* Stop na prvoj poziciji koja je saglasna sa
* kompletnim uzorkom.

*/

if (!initmatch) {
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p = FIM+1];
}
while (c <= N) {
/*
Uporedi sufiks od P[pl,...,P[M] sa Tlcl,...,T[ctM-p].

*
*
* Ako se zavrsava na kraju uzorka, javi poklapanje.

* Ako se zaustavio zbog neslaganja na pocetku uzorka,
* povecaj c.

* Inace, primijeni funkciju greske na p.

else {
vrh->total_shifts += p - F[p];
p = Flpl;
vrh->num_shifts++;

}

while (p <= M && c <= N && P[p] == Tlcl) {
ct+;
p++;

}

if (p==M+ 1)
return &T[c-M];

else if (p == 1)
ct+;

else

p = Flpl;

#endif
}

return NULL;
}
/*
kmp_free

Oslobodi alociranu strukturu KMP_STRUCT.

Parametri: vrh - KMP_STRUCT structura

¥ O K X K X ¥

Return: mnista.
*/
void kmp_free (KMP_STRUCT *vrh)
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if (vrh == NULL)
return;

if (vrh->copyflag && vrh->P !'= NULL)
free (vrh->P);

if (vrh->F != NULL)
free(vrh->F) ;

free(vrh);

Zadatak 9.1. Daunloadovati i instalirati paket STRM AT, (Vd. [13]), izuciti Cetiri
varijante programa K M P navedene u ST RM AT, a zatim ih testirati na ra¢unaru.

O






Dodatak

A.1 Primjer programa koji ispisuje sopstveni kod

U inZenjerstvu bi samorepliciranje moglo omoguditi sniZenje cijena proizvod-
nje. Sljedec¢i C' + + program replicira samog sebe:

# include <iostream.h>
main ()
{
char *s= "\# include <iostream.h> \Y%c
main()
{
char *s=\Yc\is\lc;
count.form(s,10,34,s,34,10);}
\he";
count.form(s,10,34,s,34,10);}

Autor je lapinski@utexas.edu.
Sljededi C program veli¢ine 800 bitova, objavljen u ¢asopisu Byte, Avgust 1980.g.
- 74.strana, takodje replicira samog sebe.

main()

{

char q=34, n=10,

*a="main () { char q=34, n=10, *a= \\c\hs\lc;
printf(a,q,a,q,n);} \kc";

printf(a,q,a,q,n);}

U svakom Turing kompletnom jeziku, to jest jeziku u kome se moZe implemen-
tirati masina Turinga, takodje je moguce napisati program koji ispisuje sopstveni
kod.

Neki drugi samorepliciraju¢i mehanizmi su puno slozZeniji. Za poredjenje, Mo-
risov internet crv ima oko 500 000 bitova, bakterija Esherichia coli ima 8 000 000
bitova, Drekslerov assembler ima 100 000 000 bitova, a covjek oko 64 000 000
000 bitova.
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Gornji primjeri samoreproduciraju¢ih programa daju nadu da ¢e u buduénosti
biti moguce napraviti jednostavne samoreproduciraju¢e masine koje ¢e pomagati
u procesu proizvodnje u nanotehnologijama.

Vise detalja i reference mogu se naci u [19].

A.2 Stohasticki modeli

Algoritam se u stohastickoj analizi algoritama tretira kao slu¢ajna promjenljiva
i ocjenjuje se kostanje toga algoritma. Za stohasticki prostor, na kojem je defini-
sana takva stohasticka promjenljiva, uzimamo prostor podataka toga algoritma.
Ocjenjivacemo samo vremensku sloZenost, to jest broj koraka koje algoritam iz-
vede. Stohastic¢ki prostor treba da je skup svih mogucih podataka algoritma, pa
za svaki konkretan slu¢aj moramo precizno definisati stohasticki model definisuéi
precizno skup svih mogucih podataka zajedno sa raspodjelom vjerovatnoca.

Posto razmatramo univerzalne algoritme u smislu da rade sa razli¢itim skupo-
vima podataka, proizvoljne dimenzije, cijena izvodjenja algoritma ¢e zavisiti i od
dimenzije podataka i od konkretnog tipa tih podataka. Neka je dimenzija prirodan
broj n i neka moze biti viSe tipova podataka za dati algoritam. Ako tip podataka
oznacimo sa d i njegovu dimenziju sa |d|, onda e prostor podataka za fiksirano n
biti skup

D, ={d:|d| =n}.

Ako sa P, (d) oznac¢imo vjerovatnoc¢u pojavljivanja u D, tipa d dimenzije |d|, onda
za konacan skup D,, imamo da je

> Pud)=1.

|d|=n

Cijena algoritma je funkcija n i d, sa |d| = n. Ako je svaki D,, jednoelementni
skup, onda je cijena funkcija jedne promjenljive n. Ako je D,, netrivijalno i ima
odredjenu raspodjelu vjerovatnoce P, (d), onda je cijena, za fiksirano n, slu¢ajna
promjenljiva definisana na D,,.

Cijena izvodjenja algoritma je definisana kao broj koraka koje algoritam izvodi
na podacima d, pa za fiksirano n imamo posla za slu¢ajnom promjenljivom 7, koja
uzima ne-negativne vrijednosti. Za |d| = n je T,,(d) > 0.

Posto je T,, diskretna slucajna promjenljiva, mozemo za izracunavanje ave(T},)
(average), var(T,) (varijanca) i dev(T,) (devijacija), koristiti tehniku formal-
nih redova. Oznac¢imo sa P, vjerovatnocu da slucajna promjenljiva 7,, ima
vrijednostk > 0. Neka je P,(z) funkcija generatrisa za 7,,. DefiniSemo je kao red

oblika
P,(z) = Z Pz".
k<0

Vazi sljedeca lema:
Lema A.1.

Pa(1) = 1, ave(T,,) = P,(1), var(T,) = P, (1) + P, (1) — (P, (1))
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Dokaz

Posto je Y. P.r = 1, slijedi da je P,(1) = 1. Formalnim diferenciranjem P,(z)
k>0
dobivamo

Pl(z) =Y kP!

k>0
Sa druge strane, na osnovu definicije matemati¢kog ocekivanja
ave(T,) = Z kP
k>0

/

ili ave(T,) = P,(1).

n

Ponovnim diferenciranjem P,, dobivamo

P (z) =Y k(k — 1) P22
k>0

Na osnovu definicije varijance slijedi

var(Ty)

(k- ave(Tn))QPnk =

>
V
(=}

(K2 Py — 2kP, (1) Pui, + Poy(1)Poi) =

™

>
V
=}

’ ’ 2
k?Po = 2P,(1) > kPok + P, (1) > Poi =

K

k>0 k>0 k>0

= k(k = )Pk + > kPar — P, (1)% =
k>0 k>0

=P, (1) + P,(1) — (P,(1))

O

Ako uspijemo izraziti generatrisu P, (z) u obliku koji nije formalan red, onda
na osnovu dokazane leme mozemo izracunati matematicko ocekivanje ave(T),),
varijancu var(T,,) i devijaciju dev(T,,) = /var(T,) i bez ratunanja vjerovatnoca
P,.. Asimptotske vrijednosti tih funkcija karakteriSu ponasanje algoritma u slucaju
slucajnih podataka velikih dimenzija.

Primjer A.1. 1. Ako je ave(T,) = O(n), dev(T,,) = O(1), onda ée olekivano po-
nasanje algoritma biti linearno u odnosu na dimenziju podataka, a slucajna
promjenljiva koja odgovara cijeni algoritma je dobro rasporedjena oko oceki-
vane vrijednosti (posto je standardno odstupanje konstantno i nezavisno od
dimengzije podataka). MozZe se desiti da se algoritam ne ponasa u skladu sa
nasim ocekivanjima, ali ée za slucajne promjenljive najcesée raditi u linearnom
vremenu.
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2. Ako dobijemo ave(T,,) = O(nlogn) i dev(T,,) = O(n), to znacli da iako stan-
dardno odstupanje nije konstantno, ipak sa rastom n, slucajna promjenljiva
koja karakterise cijenu algoritma sve bolje se grupise oko vrijednosti O(nlogn).

3. Ako je ave(T,) = O(n) i dev(T,,) = O(n), onda to znaci da iako je olekivano
vrijeme linearno, ipak slu¢ajna promjenljiva nije dobro grupisana oko svoje
olekivane vrijednosti.

Analizu funkcija ave(T),) i dev(T},) treba raditi u sluc¢aju kada se na$ algori-
tam primjenjuje na viSe raznih sluc¢ajno promjenljivih podataka koji imaju veliku
dimenziju, a ocekujemo da ¢e se maksimalna vrijednost T,, znatno razlikovati od
ocekivane vrijednosti te promjenljive.

U stohastickoj analizi raznih algoritama Cesto je korisna sljedeéa lema:

Lema A.2. Neka su Rn(z) - Z Rnkzky Qn(z) = Z anzk i Pn = RnQn gene-
k>0 £>0

ratrise slu¢ajnih promjenljivih U,,, V,, i T,,. Tada je ave(T,,) = ave(U,) + ave(V,,) i
var(T,) = var(U,) + var(V,).

Dokaz
Dokaz se izvodi koriStenjem Cauchy-jevog mnozenje redova i diferenciranjem. [

Vise detalja o primjeni teorije vjerovatnoce u teoriji algoritama moze se naci u

[9].

A.3 Problemi zaustavljanja: Izbor sekretara

Neka n kandidata koji su rangirani po vrijednostima od 1 (najgori) do n (najbo-
lji), nastupaju pred nama, jedan po jedan, u slu¢ajnom poretku, pri ¢emu je svaka
od n! permutacija jednako vjerovatna. Kada se pojavi i-ti kandidat, moramo ga pri-
hvatiti (selektovati) ili odbaciti na osnovu observiranog ranga kandidata u odnosu
na prethodne kandidate. Pri tome je 1 < i < n. Ako prije n-tog kandidata nismo
nikoga prihvatili, onda zadnji kandidat mora biti prihvaéen. Pretpostavljamo da
izabrani kandidat sigurno prihvata ponudu.

U odnosu na kriterije optimalnosti, problem izbora sekretara se ¢esto razdvaja
na dva standardna problema: problem minimizacije ranga, u kojem je cilj minimi-
zovati oCekivani (apsolutni) rang selektovanog kandidata i problem maksimizacije
vjerovatnoce, u kojem je cilj da se maksimizira vjerovatnoca selektovanja najboljeg
kandidata.

Za rjeSavanje zadatka biramo sljedecu strategiju. Odrediti f-ti dio intervala od
1 do n, iz kojeg nec¢emo izabrati kandidata. Zapamtimo najveci rang koji se pojavio
u tom intervalu. Nakon tog intervala izabiramo prvog kandidata koji ima ve¢i rang
od zapamdéenog. Ako se takav kandidat ne pojavi do kraja, onda gubimo tu igru.
Kako izabrati f tako da maksimiziramo vjerovatnocu da ¢e izabrani kandidat imati
maksimalan rang?

Ako podijelimo sa n brojeve na z-osi i tako skaliramo koordinatni sistem u ko-
jem su na x-osi upisani brojevi kandidata, od 1 do n, a na y-osi rangovi kandidata,
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onda u intervalu (0, f) preskacemo kandidate, a van toga intervala, u intervalu
(f,1), izaberemo prvog kandidata koji ima veci rang nego bilo koji kandidat iz
intervala (0, f). Ako u (f, 1) ne nadjemo takvog kandidata, onda gubimo igru.

Za uspjesan zavrSetak igre najveci rang se mora naci u intervalu (f,1). Ako
polozaj kandidata sa tim rangom oznacimo sa z, onda jedan od sljede¢ih povoljnih
dogadjaja treba da se desi:

e Drugi po velicini rang se nalazi u intervalu (0, f)
e Drugi po veli¢ini rang se nalazi u intervalu (z, 1), a tre¢i u intervalu (0, f)

e Drugi i treéi po velicini rang se nalaze u intervalu (z, 1), a Cetvrti u intervalu

0, /)

e Drugi, tredi i Cetvrti po veli¢ini rang se nalaze u intervalu (z,1), a peti po
veli¢ini rang se nalazi u intervalu (0, f)

e itd
Lako se provjeri da su vjerovatnoce opisanih dogadjaja f, f - (1 — z), f - (1 — z)?,

f - (1 —x)3,1tako dalje, respektivno. Zbog toga je vjerovatnoc¢a uspjeha, da ¢e se
najvedi rang naci na poziciji z, jednaka zbiru

Frf (o)t f-(—aPtf-(—2P+.. . = 5
Posto je to tacno za svaki x iz intervala (f, 1), mozemo pisati
h d
. X
Pluspjeh) = P(f) = - [ ©F =
f
1
=f-(Inl-Inf)y=f- ln(}).
Posto je P'(f) = ln% — 1, dobivamo da se maksimalna vjerovatnoéa postize u

f=1

Vjerovatno¢a uspjeha za f = 1je

1 1 1
P () = <) -lne = - =~ 0.37.
e e e

Navedena igra daje korisan metod rjeSavanja problema dinamicke raspodjele
memorije. ViSe detalja o problemima zaustavljaja pri izboru sekretara moze se
nadi u knjizi [9]. Strog matemati¢ki dokaz da je interval (0, f) optimalan za sve
moguce strategije, dao je E. B. Dynkin koristedi teoriju lanaca Markova. Navedena
analiza i rjeSenje problema zaustavljanja dati su prema knjizi [20], koja se poziva
na originalan rad L. Moser-a.
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A.4 Teorija slozenosti i 3SAT

Moderna era teorije slozenosti pocela je od teoreme Cook-a. Prikaz konkret-
nog problema koji je kompletan za NP klasu bio je kritican korak za kasniji razvoj
teorije racunanja. Ovdje opisujemo neke pojmove iz opste teorije rac¢unanja, a za-
tim dokazujemo 35S AT teoremu Cook-a. Nase izlaganje se bazira na predavanjima
Prof. M. Sipsera, koje je drzao na University of California, Berkeley. Vise detalja
se moze nadi u [27].

Teorija slozenosti obuhvata i sljede¢e pojmove:

e Mjere sloZenosti: Postoje razne mjere sloZzenosti. U naSem izlaganju najce-
Sce Ce biti koriSteni prostor i vrijeme.

e Modeli racunanja: Postoji Citav niz razlicitih modela racunanja, koji uklju-
Cuje i deterministicki, nedeterministicki, alternirajudi, paralelni, probabili-
sti¢ki (stohasticki) i neuniformni model racunanja.

¢ Klasifikacione Seme: Kombinujudéi razli¢ite mjere slozenosti sa razlic¢itim
modelima racunanja dolazimo do razli¢itih $ema Kklasifikacije. Ako startu-
jemo od P C NP, moZemo produziti klasifikaciju na obje strane:

LCNLCNCPCNPC PHC PSPACE.

Partikularni problemi se takodje klasifikuju. Na primjer, moze se lako doka-
zati da je MATCHING u NP N co-N P. Edmonds je dokazao da jeiu P.
Dokazano je i da polinomijalan broj stohasti¢kih procesora moze vrlo brzo
provjeriti ima li graf prefektno meciranje. Takodje su interesantne relacije
izmedju klasa. Na primjer, moze se pokazati da je BPP C PH, §to znaci da
je klasa problema koji mogu biti brzo rijeSeni uz bacanje novcica, sadrzana
u polinomijalnoj hijerarhiji.

e Slucajni nizovi: Teorija vjerovatnoce igra fundamentalnu ulogu u teoriji
sloZenosti, jer je na neki nacin Slucajno" opozit od "jednostavno". Izucavaju
se razni nacini definisanja slu¢ajnosti i generisanja slu¢ajnih nizova.

o P L NP : Veliki broj radova je posvecen pokusajima da se da odgovor na
pitanje P = N P. To je jedno od osnovnih pitanja savremene kompjuterske
nauke.

Deterministicke masine Turinga

Kao model racunanja uzimamo masinu Turinga sa vise traka. Medju trakama
je jedna koja je ulazna i moze se samo Citati (read oly). Za deterministicku masinu
Turinga pretposavljamo da ima konac¢nu kontrolu.

Definicija A.1. Time(f(n)) = {L|L je jezik koji je odluéiv na deterministickoj masini
Turinga za vrijeme O(f(n))}.

Primjer A.2. Jezik {a"b"|n > 0} € Time(n) na deterministickoj masini Turinga sa
viSe traka. Na DT M sa jednom trakom je u Time(nlogn).
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Ne-deterministicke masine Turinga

Deterministicka masina Turinga ima u svakom stanju samo jednu tranziciju.
Ne-deterministicka masina Turinga ima u nekim stanjima viSe mogucih tranzicija.
NDTM M prihvata ulaz w ako neka komputacija masine M prihvata w.

Definicija A.2. NTime(f(n)) = {A|A je jezik koji je odluciv na NDT M koja radi
uvremenu O(f(n)).}

Na slici A.1 prikazana je komputacija na modelu DT M, a na slici A.2 je pri-
kazano drvo komputacije na modelu N DT'M. Ne-deterministicka masina Turinga
prihvata neku rije¢ ako neki put komputacije na drvetu vodi do finalnog stanja
NDTM.

Start

.
> Prihvatanje

Slika A.1: Niz tranzicija na DT M do finalnog stanja

Start

.
.
Prih,q'amn,jn,/>\\

Slika A.2: Niz tranzicija na N DT M do finalnog stanja

Klase P i NP

Definicija A.3.
P= UTime(nk)
k

NP = JNTime(n")
k
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Klasa P je vazna najmanje iz dva razloga:

1. Invarijantnost. Klasa je invarijantna u bilo kom prihvatljivom modelu kom-
putacije. Svaki prihvatljiv deterministicki model komputacije moze simu-
lirati svaki drugi deterministicki model komputacije u polinomijalnom vre-
menu.

2. Prakti¢nost. Polinomijalno vrijeme odgovara klasama problema koji mogu
biti stvarno rijeseni. Algoritmi sa golemom polinomijalnom sloZeno$¢u, kao
na primjer n'%%, rijetko se sre¢u u praksi.

Intuicija. Intuitivno, klasa P odgovara problemima u kojima pripadnost odgo-
varaju¢em skupu moze biti odredjena brzo. Klasa NP odgovara problemima u
kojima pripadnost odgovaaju¢em skupu moze biti brzo verifikovana (provjerena).

Primjer A.3. e Problem Path je u klasi P: dat je graf i dva njegova vrha = i y.
Ispitati da li postoji put od x do y.

e Problem odredjivanja je li broj n € N perfektan kvadrat, takodje je u klasi P.

e Problem HPath je u klasi NP: dat je graf i dva njegova vrha x i y. Ispitati da
li postoji neki Hamiltonov put od x do y.

e U klasi N P je i problem odredjivanja je li prirodan broj n prost.

Zadovoljivost formula

Definicija A.4. Formula ¢ je zadovoljiva Booleova formula ako je tatna za neku
dodjelu istinitosnih vrijednosti.

Definicija A.5. SAT ={¢ | ¢ je zadovoljiva}.

SAT jeu NP posto je jednostavno provjeriti da li data Booleova formula zado-
voljava datu dodjelu istinitosnih vrijednosti. S. Cook je dokazao 1971. da je SAT
u klasi P ako i samo ako je P = N P. Glavna ideja je redukcija. Cook je dokazao
da svaki problem iz N P moze biti sveden na problem zadovoljivosti.

Definicija A.6. A je u polinomijalnom vremenu svodljivo na B (pife se A <,
B), ako postoji funkcija takva da u polinomijalnom vremenu f : ¥* — ¥* i da je
(Vz € ¥*)(x € Aakkox € B.

Svodljivost ilustrujemo na slici A.3.
Cinjenica. Akoje A <, BiB € P,tadaje A € P.

Definicija A.7. Problem B je NP kompletan ako je
1. BeNP
2. (VAe NP)(A<, B).

Teorema A.1. SAT je N P-kompletan problem.

U sljede¢em odjeljku dokazac¢emo ovu teoremu Cook-a.
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Slika A.3: Polinomijalna svodljivost

A.4.1 Teorema Cook-a: SAT je N P-kompletan

Teorema Cook-a oznacava pocetak novog doba u teoriji slozenosti racunanja.
NalaZenje prirodnog konkretnog problema koji je kompletan za N P klasu bio je
odlucujudi korak za dalji razvoj teoorije racunarstva.

Pocecemo od

Teorema A.2. Za svako A € NP je A <, SAT.

Za dokaz teoreme treba opisati proceduru koja u polinomijalnom vremenu
konvertuje pitanje o pripadnosti u A na pitanje o pripadnosti u SAT. Za dato
w, konstuisaéemo string ¢,, tako da je w € A ako i samo ako je ¢, € SAT. ko-
nstrukcija mora biti efektno izracunljiva.

Posto je A € NP, postoji ne-deterministicka Turingova masina (NDTM) M
koja odlu¢uje A u vremenu n*. Treba konstruisati formulu ¢, koja je zadovoljiva
ako i samo ako M prihvata w. Znaci, formula ¢, u Boole-ovoj algebri izrazava
¢injenicu da M prihvata.

n

Start

qa | # | H |eee | # | # # . . . #

Final Konfig

Slika A.4: Tabela koja odgovara ra¢unanju NDT M

Odredjivanje tabele maSine )M za ulaz w.

Konstruisemo ¢,, tako $to ¢emo opisati tabelu masine M sa jednom trakom, za
rije¢ w. Tabela je nacin da predstavimo komputaciju koja prihvata w na masini M.
Prvi red tabele predstavlja startnu konfiguraciju masine M, sa n* kvadrati¢a na
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traci. Svaki od n* redova u tabeli opisuje konfiguraciju masine M prikazivanjem
sadrZaja svakog kvadratica trake. Pri tome je aktuelno stanje masine opisano sim-
bolom u kvadrati¢u trake koji je neposredno lijevo od kvadratic¢a koji se skenira.
Prema tome, prvi red tabele sadrzi string #wjws .. .wy,s#. Drugi red predstavlja
konfiguraciju masine nakon jedne tranzicije. Pretpostavljamo da masina M pri-
hvata kada se nadje u finalnom stanju ¢ 4.

Koliko postoji tabela komputacije masine M na rije¢i w? Lako se vidi da posto-
janje tabele zna¢i dokaz da M prihvata ulaz w. Zbog toga je broj razlicitih tabela
jednak broju komputacija koje prihvataju.

Konstrukcija formule ¢,

Formula ¢,, tvrdi da tabela od M na rije¢i w postoji. Opisa¢emo kako se kon-
struiSe ta formula.

Ispitajmo ij ¢eliju tabele. Celija sadri neki simbol nad alfabetom M ili oznaku
stanja. Uvedimo varijable z;;,,,. .., Zijo,, 2a 01 € Zpr U Qur, gdje je Qar alfabet
koji opisuje stanja M. Posebno, iz z;;,, = 1 slijedi da ¢elija ij sadrZi 0;. Sada mo-
Zemo uspostaviti korespondenciju izmedju formula i praznih tabela. Takodje ¢emo
definisati odnos izmedju dodjela istinitosnih vrijednosti i popunjavanja tabele.

Konstruisanje dijelova formule ¢,
Razlozi¢emo formulu ¢, u dijelove

¢w = ¢0 A ¢sta7‘t A ¢racunanje A ¢prihvatanje

Boole-ova formula ¢ izrazava trivijalnu ¢injenicu da svaka celija u dobro defi-
nisanoj tabeli sadrzi ta¢no jedan simbol. Dakle, mozemo pisati

o= N |@ijor VTijor -V Tijo,) )\ @ijo = Tir)
1<i,j<nk oF#r

Formula ¢, tvrdi da je prvi red tabele korektan:

¢start = T11# A T12w, AN T1,n+1,wn A T1,n+2,s A T1,n+3,# TARRIA L1 nk #

Sada treba konstruisati formulu ¢;qcunanje. Treba ispitati "okolinu ¢, j" Celije
i, j, koja po definniciji sadrzi Sest Celija hvsai <h<i+1lij—1<v<j+1.

Tvrdnja A.1. Ako je svaka ij okolina ispravna u odnosu na tranzgicije masine, onda
je Citava tabela korektna.

Drugim rijecima,

Gracunanje = /\ i, j okoline su korektne u odnosuna tranzicije masine M.
4,J
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Sada samo treba numerisati ispravne okoline. Jedna ispravna okolina ima
identi¢ne simbole u gornjem i donnjem redu, respektivno. Takva konfiguracija
odgovara tranzicijama koje ne uticu na ¢elije u okolini. Druge okoline mogu opi-
sivati konsekvence tranzicija u M na povezanu grupu unosa tabele.

Konac¢no imamo i specifikaciju

Pprihvatanje = Tk 1 Wdfinalno’

3SAT je NP-kompletan

DefiniSemo 3SAT kao skup formula u konjunktivnoj normalnoj formi sa tri
literala po klauzuli. Na primjer

(aVbVE)A@VdVe)n---.

Primijetimo da formule izvedene u nasem dokazu teoreme Cook-a mogu biti
prevedene u 3konjunktivhu normalnu formu (3K N F') i da pri tome bude sacuvana
zadovoljivost. Formula koja odgovara komputaciji masine M na rijedi w, u n*
koraka, imac¢e duzinu O(n?"), $to je i dalje polinomijalno u odnosu na |w|.

Posto znamo da je 3SAT u NP, treba jo$ pokazati da je SAT <, 3SAT. Za
datu ¢ € SAT treba konstruisati ¢ € 3SAT.

Uzmimo, na primjer, formulu

o= (aVd) —c

KonstruiSimo standardnu reprezentaciju Boole-ove formule drvetom i uvedimo
nove varijable koje odgovaraju neterminalnim vrhovima drveta. Mi mozZemo, na
primjer, definisati y; akko a V b. Onda mozemo konstruisati novu formulu

(y1 <> aVd)A(y2 < (y1 — ¢))

koja odgovara obilasku drveta. Pretvaranje u 3konjunktivnu normalnu formu
je sada trivijalno.

Konstrukcija polinomijalne redukcije iz 3SAT (ili nekog drugog problema za
koji je ppoznato da je N P-kompletan) na proizvoljni problem A je standatdna
tehnika za dokazivanje N P-kompletnosti A.

Znamo da je SAT N P-kompletan, ali dosadasnje metode za dokazivanje 'te-
zine" problema nisu uspjele pokazati SAT ¢ P. Malo je vjerovatno da ¢e postojece

tehnike eventualno rijesiti pitanje P ZNP.
Zadatak A.1. Problem 25 AT je specijalan slu¢aj problema S AT u kojem svaka kla-
uza sadrzi jedan ili dva literala. Dokazati da je 2S5 AT problem polinomijalan.

A.4.2 Teoreme o vremenskoj hijerarhiji

Parafraziratemo teoremu koja, u sustini, kaze da postoje proizvoljno slozeni
problemi.
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Teorema A.3. Za svaku rekurzivnu funkciju f(n), postoji rekurzivan jezik A &
Time(f(n)).

Dokaz. Neka je My, M, ... numeracija Turingovih masina. DefiniSemo masinu
M 4 na sljededi nacin:

Na ulaz w, pokrenimo masinu M, (w) za f(|w|) koraka. Ako M, (w) prihvata u
f(Jw|) koraka, mi odbacujemo, inace prihvatamo. O

Teorema A.3 pokazuje da M; ne odlucuje A u vremenu f(n). Medjutim, teo-
rema A.3, u gornnjoj formulaciji je netactna. Naime, postoje super brzo rastucée
funkcije (slicno Busy-Beaver funkcije) tako da su svi rekurzivno nabrojivi skupovi
odlucivi u okviru takvih vremenskih granica. Zbog toga treba postaviti restrikcije
na funkciju f da bismo dobili ta¢nu teoremu.

Uvodimo sljedec¢u definiciju:

Definicija A.8. Funkcija f(n) je konstruktibilna sa potpunim vremenom ako postoji
masina Turinga koja koristi vrijeme f(n) na ulazima dugine n.

Sada mozemo korektno preformulisati nasu teoremu.

Teorema A.4. Ako je f(n) vremenski konstruktibilna, F(n) > n i g(n)logg(n) =
o(f(n)), tada je Time(g(n)) C Time(f(n)).

Primijetimo da je g(n)log g(n) = o(f(n)) skracenica za

o g()logg(n)
n—00 f(n)
Dodatni faktor log g(n) dolazi od simulacije masine M., maSinom M 4.

Zakljucak je da je moguce povecati sposobnost Turingove masine da raspoznaje
jezike dajuéi joj viSe vremena, sa najmanje logaritamskim povecanjem.

=0.

Korolar A.1. Za svako 1 < a < 3, je Time(n®) C Time(n?).

Sli¢no je P C Time(2"™). postoje problemi koji su dokazivo izvan P.

A.4.3 Klase prostorne slozenosti

Definicija A.9. Space(f(n)) = {A| A je odlu¢ivo pomocu DT M koja koristi najvise
f(n) kvadratié¢a na traci}.

Sli¢no se definiSe N Space(f(n)). Ulaz se daje na read-only traku, tako da read-
write trake samostalno doprinose prostornoj slozenosti.

Defini$emo klasu sloZenosti L = Space(logn) i NL = NSpace(logn). Na pri-
mjer, problem palindroma

{wwf|w € 0,17} € L.

Ako je zadat orijentisan ili neorijentisan graf G, onda je problem PATH € NL,
gdje je PATH skup trojki (G, a,b) tako da postoji put iz a u b. Logaritam radi
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u logaritamskom vremenu tako Sto koristi pokaziva¢ u graf, ne-deterministicki
birajuéi neki put i prateéi da li je to cilj b.

Konac¢no, teoremu o hijerarhiji prostora, mozemo formulisati na sljede¢i nacin:
Teorema A.5. Ako je f(n) prostor-konstruktibilna, g(n) = o(f(n)), a f(n) > logn,
tada je Space(g(n)) C Space(f(n)).

A.5 Algoritmi polinomijalne vremenske sloZenosti
za grupe permutacija

Svaka grupa permutacija nad n slova moze uvijek biti predstavljena malim
brojem generatora. Ovdje pokazujemo kako takva reprezentacija moze biti iskori-
Stena za konstruisanje odgovarajucih algoritama koji u polinomijalnom vremenu
od n ispituju ¢lanstvo u grupi, jednakost grupa i inkluziju grupa. Na osnovu repre-
zentacije generatorima se takodje moZze, u polinomijalnom vremenu, izra¢unati
normalno zatvorenje podgrupe, a procedura se moZze iskoristiti za ispitivanje raz-
rjesivosti grupe. Iz reprezentacije generatorima izvodimo i algoritam za racunanje
presjeka dvije grupe.

Razvoj nabrojanih racunarskih algoritama zapocet je u radu [26]. Problemi
slozenosti tih algoritama razvijeni su u radovima M. Fursta et al., a razvijene teh-
nike su primijenjene za popravljanje rezultata o izomorfizmu grafova. Mi ¢emo
opisati primjene navedenih rezultata u rjeSavanju problema u vezi sa Rubikovom
kockom.

A.5.1 Uvod

Neka je G grupa permutacija nad {1,2,...,n}, n € N. Tipi¢na pitanja o grupi
G su:

1. Koliko je velika grupa G?

2. Datoje g. Jelig € G?

3. Je li zadata grupa permutacija jednaka grupi G?
4. Je li zadata grupa permutacija podgrupa grupe G?
5. Je li G razrjesiva?

SloZenost odgovora na ova pitanja zavisi od reprezentacije grupe G. Broj permu-
tacija od n € N je n! Veéina grupa ne moze biti efektivno izlistana. Grupa G moZzZe
se definisati preko generatora ¢, ..., gk, k¥ € N. Svi drugi elementi u G mogu se
izraziti kao konaéni proizvodi nad {g;,g; '}, i € {1,...,k}.

Primjer A.4. Neka je S,, grupa svih permutacija od n elemenata. Sljedec¢a dva gene-
ratora generisu grupu Sy, :

1 2 ... n 1 2 ... n
Jl:(z 3. 1)"]2:(2 1 ... n>
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Definicija A.10. Dugina g € G nad skupom generatora {g,...,gx} grupe G je
dugina najkraceg niza koji daje g, a sastavljen je od g; ' 9,9 € {g1,..., g1} Dija-
metar grupe G je dugina najduzeg elementa g € G, to jest max ,min,..p|word).

Zadatak A.2. Dokazati ili opovrgnuti: svaki dijametar grupe S,,, u odnosu na gene-
ratore g1, go je ©(n?).

Lema A.3. Svaka grupa G C S, mogZe biti predstavljena pomoéu O(logyn!) =
O(nlogn) generatora.

Dokaz. Polinjemo sa proizvoljnim ¢; € G. Oznacimo sa G; =< ¢; > grupu
generisanu sa g;. Ako je G — G # 0, uzmimo gs € (G — G1), G2 =< g1,92 > .
Zelimo koristiti kosete grupe CG, sa g;- Gy, i € {1,...,n} C N tako da konstru-
iSemo
G:GQQGl...QGn:I:{e}.
Za dato G; 2 G;41, definiSemo G;/G;41 kao grupu koseta ;1 u odnosu na
elemente iz G,

9 Giz1={ghlh € Git1}.
Ako sa |G| ozna¢imo indeks grupe GG, onda mozemo formulisati sljede¢u
Tvrdnja A.2. 1. Dva koseta su identicni ili disjunktni,
2. Svi koseti imaju isti kardinalni broj,

3. Koseti definisu grupu koju oznacavamo sa G;/G;y1, pri Cemu je

Gil
|Gt

|Gi/Gis1| =

Dokaz. Poznat iz teorije grupa. O

Na slici A.5 prikazana je struktura grupe koseta.

Slika A.5: Struktura grupe koseta
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Nas cilj je da predstavimo grupu G nizom u kojem grupe imaju $to manje
indekse. DefiniSemo takav niz za grupe permutacija

G=Gy2G12G22...2G, ={e},

pri ¢emu grupa G; fiksira elemenat 1, grupa G, fiksira sve elemente iz skupa
{1,2},...,a grupa G, fiksira sve elemente iz skupa {1,2,...,,n}.
Neka je g partikularna permutacija koja preslikava 1 u neko . MoZzemo pisati

G=GlUuG?uUGiu...uGY,

pri emu je G¢ = g* - G;. Jasno je da je svaki indeks ograni¢en sa n.
Sada moZemo pisati

G = Go = (Go/G1) - (G1/G2)(G2/Gs) ... (1),

gdje smo sa I = {e} oznadili jedini¢nu grupu. Dakle, svaki elemenat grupe G
moze se realizovati kao permutacija koja salje 1 u korektnu vrijednost, mnozena
permutacijom koja fiksira 1, a Salje 2 u korektnu vrijednost, mnoZena sa permu-
tacijom koja fiksira 1 i 2, a Salje 3 u korektnu vrijednost, i tako dalje. Kolekciju

elemenata iz G;/G;+1, 4 € {0,1,2,...,n — 1}, nazivamo strogi generatori.
1 2 . . . n
Go/Gh . \
GG | 0 | e \
HE |
0 | e |
G 1/Gh e

Slika A.6: Tabela T strogih generatora grupe G

Maksimalna vrijednost koju moze imati |G;/G;1| je n, posto se koseti razlikuju
samo po tome u Sta preslikavaju ¢ + 1. Konstruisatemo tabelu T sa n redova,
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labelisanih od 0 do n — 1, odnosno sa G;/G;+1 i n kolona, kao na slici A.6. U i-tom
redu se nalaze predstavnici desnih koseta za G; /G, 1. Tabela ¢e biti organizovana
na takav nacin da permutacija na poziciji (i, j) fiksira 1,2, ...,4 — 1 i preslikava i u
j. Odatle izlazi da se unos u tabelu nalazi iznad dijagonale.

Nakon popunjavanja tabela treba imati osobinu da je ¢ € G ako i samo ako
je g = gog1---9grk—1, gdje je g; clan i-tog reda. Ovu reprezentaciju g nazivamo
kanonska reprezentacija.

Inicijalno u tabelu T na dijagonalu upisujemo identi¢nu permutaciju, a ostale
pozicije u T ostavljamo prazne. Za z € G treba modifikovati tabelu unosenjem
najvise jednog novog predstavnika koseta tako da x moze biti napisano u kanon-
skom obliku. Sljedeéi postupak ponavljamo od 7 = 0 i nastavljamo dok je i < n—1.
Ako u i-tom redu postoji y takvo da y i x preslikavaju ¢ + 1 u isto slovo, tada in-
krementiramo i na i + 1, a = uzima novu vrijednost y~'z. Ako z nije ¢lan reda 1,
tada unosimo x u red .

Popunjavanje tabele za z ilustrujemo slikom A.7.

123 123
312 ¢ 132

Slika A.7: Popunjavanje tabele T strogih generatora grupe G

Primjecujemo da su svi predstavnici koseta nadjeni ako i samo ako

1. svi originalni generatori mogu biti predstavljeni kao proizvod strogih gene-
ratora,

2. matrica strogih generatora je zatvorena u odnosu na proizvod.
Algoritam sada moZemo opisati na sljede¢i nacin:
1. Predstavimo sve generatore grupe,

2. Zatvorimo tabelu T tako da svaki proizvod zy, za svaki par (z,y) u tabeli,
moze biti zapisan u kanonskom obliku.

O

Za slozenost algoritma treba uzeti u obzir sljedece:

1. potrebna je jedna permutacija da bismo u tabeli isli jedan nivo na doli,
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2. potrebno je O(n) proizvoda da bismo prosli na doli cijelu matricu,

3. Da bismo napunili matricu inicijalno, potrebno je k - O(n) proizvoda, pri
¢emu je k broj generatora,

4. za zatvaranje matrice u odnosu na parove potrebno je O(n?).

Slijedi da je ukupna sloZenost O(kn + n®) proizvoda permutacija.

Tvrdnja A.3.
G =< g1, .-, gk >=<< gij >>,

pri demu su g1, ..., gk, originalni generatori, a g;; su proizvodi strogih generatora,
po jedan ulaz iz svakog reda.

Dokaz. Neka je, na primjer,

’

G 39= 019392 = (9i,92ir> " > i, ) (9151 92j2 ** Ingn ) (G1k1 G2ks * * * Gnik,)

Tada treba redom zamijeniti susjedne proizvode, iz raznih zagrada, proizvodom
. . . v .e o, . / .
strogih generatora. U navedenom primjeru mozemo zamijeniti g,,; g1, Proizvo-
dom (g11, 921, - - - Gni,,)- 0

Zadatak A.3. Koriste¢i dobiveni algoritam pokagzati da je

A.5.2 Primjene

Nakon $to je nadjena reprezentacija pomoc¢u koseta, ispitivanje kardinalnog
broja grupe G i ¢lanstva u grupi G nije tesko.

1. Data je grupa permutacija G njenim generatorima. Koliki je kardinalni broj
grupe 7 Za odgovor treba samo izracunati proizvod broja nepraznih ulaza
u raznim redovima nadjene tabele. Drugim rijecima, kardinalni broj G je
proizvod kardinalnih brojeva od G;/G;1.

2. Neka je dato neko g. Ispitati je li ¢ € G. Za odgovor treba g dati na ulaz na-
vedenom algoritmu i Koristiti izracunatu tabelu. Ako g mozemo napisati bez
uvodjenja novog elementa u tabelu, onda ¢ mozemo napisati kao proizvod
generatora. Ako g ne moze biti napisano u kanonskom obliku, onda ¢ nije u
G.

3. Grupa G =< ¢1,...,gx > sadrzi H =< hy, ..., hs > ako i samo ako je svako
h; ¢lan grupe G. Dvije grupe su jednake ako svaka od njih sadrzi onu drugu.
Dakle, mogucénost ispitivanja ¢lanstva u grupi u polinomijalnom vremenu
daje polinomijalno vrijeme za ispitivanje inkluzije i jednakosti grupa.
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Zadatak A.4. Neka je G grupa permutacija na {1,...,n} generisana sa g, ..., g-
Neka je H podgrupa u G, prepoznatljiva u polinomijalnom vremenu i sa indeksom
koji je najvise polinomijalan po n. Dokazati da generatori za H mogu biti nadjeni u
polinomijalnom vremenu.

Zadatak A.5. Neka je H =< hy,...,h, > podgrupa grupe G =< g1 ...,g9x >
. Dokazati da se generatori normalnog zatvaranja od H u G mogu izracunati u
polinomijalnom vremenu.

Izvedena podgrupa &' grupe G je grupa generisana svim proizvodima koji
imaju oblik a '~ 'ab, pri temu su a,b € G.

Grupa G je rje$iva ako se niz G 5 G' O ... D G > ... zavrfava jedini¢nom
grupom I. Razrjesive grupe igraju vaznu ulogu u teoriji rasirenja polja i direktno su
povezane sa uslovima pod kojim polinomijalne jednac¢ine imaju rjeSenja. Koristec¢i
algoritam o normalnom zatvorenju moZe se dobiti algoritam koji u polinomijalnom
vremenu ispituje razrjeSivost grupa.

Zadatak A.6. Dokazati da ako je G =< ¢1,...,g9x > grupa permutacija nad

{1,...,n}, onda se razrjesivost grupe G moZe ispitati u polinomijalnom vremenu.
Neka su svojim generatorima zadate dvije grupe G =< g1,...,gr > 1 H =<
hi,...,h, > . Nije nam poznato da li se za polinomijalno vrijeme, u opstem slu-

¢aju, mogu izracunati generatori njihovog presjeka. Ipak, za grupe sa polinomi-
jalno dostupnim lancima, odgovor na pitanje je pozitivan.

Definicija A.11. Neka je Gy O ... D G, = I i neka su faktor grupe oznaclene sa
G;/Gi+1. Lanac se naziva polinomijalno dostupan ako zadovoljava sljedece uslove:

1. broj grupa u lancu je polinomijalan po n,
2. generatori za grupu Gy su pognati,
3. kardinalni broj grupa G;/G;+1 je ogranicen polinomom po n,

4. postoji algoritam koji u polinomijalnom vremenu ispituje da li a,b € G; pripa-
daju istom kosetu G;/G;11.

Lako je provjeriti da se za grupe sa polinomijalno dostupnim lancima moZze
dokazati analog leme A.3.

Zadatak A.7. Neka su G i H dvije grupe, prepoznatljive u polinomijalnom vremenu.
Neka je S grupa za koju su poznati generatori. Ako S sadrzi obje grupe G i H i
ako postoje dva polinomijalno dostupna lanca, jedan od S preko G do I, a drugi
od S preko H do I, onda generatori za G N H mogu biti nadjeni u polinomijalnom
vremenu. Dokazati!

Uputa. Koristiti analog leme A.3 za grupe sa polinomijalno dostupnim lancima.
Iz rjeSenja zadatka A.7 moze se izvesti zakljucak da se problem presjeka za
grupe G i H koje zadovoljavaju

1. Gi H se nalaze u zajednickoj grupi S,
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2. postoji lanac grupa izmedju S i G i lanac grupa izmedju S i H ¢iji indeksi su
polinomijalno ograniceni,

nalaziu NPNcoNP.

A.5.3 Algoritmi planiranja, Rubikova kocka i algoritmi ucenja

Neka su date bazne operacije. Treba ih komponovati na sto efikasniji nac¢in
pa da se ostvari odredjeni cilj, kao $to, na primjer, radi robot prilikom planiranja
akcije. Ovakve algoritme nazivamo algoritmima planiranja. Algoritme planiranja
iskoristicemo za rjeSavanje problema Rubikove kocke.

Nad permutacijama mozemo razmatrati i algoritme ucenja: Data je slozena
akcija, a treba pokusati naci tacan efekat individualnih akcija.

Algoritmi planiranja

Neka je data permutacija g € G. Treba odrediti da li se ¢ moZe predstaviti kao
rije¢ w € (X U XY duzine n, a zatim nadi takvu reprezentaciju, ako postoji.
Ovdje je ¥ skup formalnih simbola {g1,...,gx}, a ¥~! je skup njihovih formalnih
inverza {g;',...,g; '}. DuZinu rijedi i dijametar G defini$emo kao i ranije. Da-
¢emo opis algoritma pomocu kojeg mozemo naci najkracu reprezentaciju g, raditi
sa nepotpuno specifikovanim g i naéi stohasticku gornju granicu za dijametar G.

Odgovaraju¢i model formalizujemo kao tranzicioni sistem koji se sastoji od
skupa S = {1,2,...,q} stanja okruZenja i skupa ¥ U ¥~! generatora i njihovih
inverza. Tranzicija iw = j oznacava da ako se u stanju 4 primijeni permutacija w
prelazi se u stanje j.

Teorema A.6 (S. Even i O. Goldreich, 1981). Odredjivanje vrijednosti |g| je N P-
tezak problem.

Dokaz. Redukovati N P-tezak problem prekrivanja skupa na problem odredjivanja
duzine permutacije. O

Kasnije je M. R. Jerrum, u Theoretical Computer Science, April, 1985, dokazao
da je problem odredjivanja duzine reprezentacije neke permutacije P-space tezak.

Zadatak A.8. Nadi grupu G nad {1,...,n}, generatore za G i g Cija je dugina (u
odnosu na generatore) nepolinomijalna po n.

Ukupan broj rije¢i duZine n nad (X UX71)* je

- (2k)™, ako su dozvoljeni susjedni inverzi,
| (2k)(2k — 1)"71, ako nisu dozvoljeni susjedni inverzi

Problem nalazenja duZine reprezentacije permutacije pomocu generatora moze
biti rijeSen iscrpnim pretrazivanjem u vremenu O(R) i prostoru O((k +mn)q). PoSto
je memorija skupa, ideja za rjeSavanje problema je u razmjeni vremena za prostor
(poveéavamo vrijeme rada algoritma, a smanjujemo prostor) da se dobije O(R'/?)
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vrijeme i O(R'/*) prostor. Uz savremenu tehnologiju algoritam moZe rijesiti pro-
bleme predstavljanja do R = 28° mogucih rije¢i. Algoritam je nepolinomijalan,
ali je efikasan za rjeSavanje problema planiranja, uklju¢ujuéi i problem Rubikove
kocke.

Da bismo razmijenili vrijeme za prostor podijelicemo nepoznatu rije¢ w, koja
reprezentuje permutaciju g, u ¢ podrije¢i w = wyws ...w;. Pretpostavljamo da ¢|n
i da sve podrije¢i w; imaju istu duzinu. Sve originalne generatore zamijenimo
strogim generatorima koji se sastoje od svih permutacija koje se mogu dobiti kom-
ponovanjem n/t generatora iz ¥, U Y. ~!, a onda traZimo reprezentaciju g kao rije¢i
duzine t nad strogim generatorima. Drugim riije¢ima, imamo problem

Problem A.1. Problem ¢ listi. Neka je data permutacija g i t listi Ly, Lo, ..., L po
m permutacija u svakoj listi. Odrediti kada je g € L1Lo ... L;.

Originalni problem reprezentacije moze biti posmatran kao problem n listi u
kojem svaka lista sadrzi originalne generatore i njihove inverze. Iscrpno pretra-
Zivanje moZe biti posmatrano kao problem jedne liste L;, u kojoj L; sadrzi sve
permutacije iz G ¢ija je duzina n.

U slucaju tri liste g € Ly Lo L3. Svako L; sadrZi listu svih permutacija generisa-
nih 1/3 duZine rijeéi. Koliko je vrijeme? Za g = w;wows imamo wy, ‘w; *g = w3, a
odatle bi trebalo #2/? za vrijeme i #'/3 za prostor.

Zadatak A.9. Nadi opstu vrijeme/memorija razmjenu koja se dobiva za problem tri
liste.

Koristi¢emo verziju algoritma sa Cetiri liste za problem reprezentacije. Tada
je duzina svake liste m = (2k)"/* = R4, ¢ime je odredjena prostorna sloZenost
algoritma.

Modifikovanjem permutacija u listama L;, mozZe se dokazati:

Lema A.4. Problem odredjivanja kada je g € Ly LoL3L4 moZe se svesti na problem
odredjivanja kada L L, N Ly L4 nije prazan, sa |L;| = |L; |.

Dokaz. Nekaje L} = L1, Ly = Lo, Ly = {gr |7 € Ly} i Ly = {r~ |7 € Ls}. Ako
je T1To = gT4717'371, |taui € L, tadaje g c LiLoLsly. O

Za nalaZenje permutacije h zajednitke za L} L, i L;Lil, treba generisati ulaze u
leksikografski rastu¢em poretku, a onda pretraziti dvije sortirane liste u vremenu
koje je linearno u odnosu na njihovu duzinu. Glavni problem je kako generisati m?
permutacija u L) L, ili u Ly L, u leksikografski rastuéem poretku a da pri tome ne
moramo ¢uvati u memoriji tako mnogo permutacija. Sljedeci "on-the-fly"algoritam
nam omogucuje da za date L i Ly, liste permutacija generi$emo njihove proizvode
L, L, u rastuéem leksikografskom poretku:

1. Sortirati Ll1 u leksikografski rastu¢em poretku, sa najmanjim elementom ;.

2. Kreirati red sa prioritetom () koji inicijalno sadrzi proizvode x,y, za sve y €
L.
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3. Ponavljati sljedeéi postupak dok se @ ne isprazni: Obrisati iz ) par zy sa
najmanjim proizvodom, Stampati proizvod i zamijeniti ga sa z'y, gdje je x
sljedbenik od = u L,. Ako takav sljedbenik ne postoji, dodati niSta.

Na Zzalost, kompozicija permutaciija je nemonotona operacija, ne samo za leksiko-
grafski poredak, ve¢ za bilo koji totalan poredak, tako da na$ algoritam ne moze
biti direktno primijenjen. Ako Zelimo dobivati neprekidno rastuéi niz proizvoda
xy, onda je glavna teSkocéa pri koriStenju ovog algoritma da moramo prolaziti «
u L) u razli¢itom poretku za svaki y € L. Ovu te$koéu moZemo prevaziéi tako
$to ¢emo permutacije u L’1 organizovati kao drvo T, umjesto kao linearnu listu.
Drvo T ¢e imati visinu ¢ i svaki ¢vor drveta ima ¢ sinova, tako da putu od korjena
do lista drveta moZemo dati ime < iq,...,4, >, gdje je i; € S = {1,2,...,q}.
Permutacije u L, odgovaraju podskupovima listova drveta T’ Nekoristene listove
odsijeCemo, zajedno sa njihovim neiskoriStenim precima. Time obezbjedjujemo
da je veli¢ina drveta proporcionalna veli¢ini L. Prirodan poredak na preostalim
listovima je leksikografski poredak imena puteva od korjena drveta do njih. Sta
viSe, za svaku permutaciju y moZemo definisati leksikografski poredak <, na li-
stovima drveta 7" tako Sto ¢emo preurediti sinove {1,2,..., ¢} svakog unutrasnjeg
¢vora V tako da je 1y~ < 2y~! < ... < gy~ !. Posjeéivanjem listova drveta T u
novom poretku <, mozemo dokazati:

Lema A.5. Za dato drvo T, koje moze biti i eksponsncijalno veliko po q, i dvije per-
mutacije z i y, moZemo, u vremenu O( 2) nadi, * u T za koje je, u leksikografskom
poretku, =y najmanja permutacija veéa od xy.

Algoritam iz A.5 mozemo sada koristiti za efektivno nalaZenje novog para z'y
koji treba ubaciti u Q. Po$to svakom y u L, pridruzujemo sve moguée = € L i
dobivamo neopadajuéi niz izlaza iz @), dokazali smo:

Teorema A.7. Pomocu algoritma Cetiri liste, problem reprezentacije u grupama per-
mutacija moZe biti rijefen u O(R/?) vremenu i O(R'/*) prostoru.

Rubikova kocka

U sustini je problem Rubikove kocke problem reprezentacije u partikularnoj
grupi permutacija koja je generisana sa 18 osnovnih permutacija (rotacije svake
od Sest strana za 90, 180 ili 270 stepeni), koja operiSe na 48 pokretnih podstrana
kocke. Jednostavnim prebrojavanjem se moze pokazati da je potrebno najmanje
17 poteza za rjeSavanje vecine instanci kocke. U knjizi [4] je pokazano da postoje
instance koje zahtijevaju najmanje 18 poteza. Singmaster je postavio hipotezu da
je moguce bilo koju instancu Rubikove kocke rijeSiti u 20 poteza. Najbrzi poznat
nam algoritam je algoritam dat prema Thislethewaite, koji zahtijeva 52 poteza.

Broj neredundantnih nizova od 20 poteza, koji ne sadrze uzastopne rotacije iste
strane, prelazi 278. Na$ algoritam moZe nadi rjeSenja, za instance Rubikove kocke
koje se rjeSavaju u 20 poteza, u vremenu O(24°) i prostoru O(2%°). To radimo tako
Sto kreiramo listu L od 911250 permutacija koje mogu biti generisane neredun-
dantnim kompozicijama rotacija 5 strana, a zatim koristimo algoritam Cetiri liste



170

za nalazenje date instance g u LLLL. Nije teSko pokazati da ¢e na$ algoritam dati
krace rjeSenje kad god takvo postoji, pa ako je tacna hipoteza Singmastera, nase
rjeSenje predstavlja najbolju dostiznu implementaciju.

Koriste¢i Simsovu reprezentaciju, mozemo sa uniformnom distribucijom u po-
linomijalnom vremenu izabrati dovoljan broj permutacija ¢ € G, pa iz duzine
permutacija probati izracunati dijametar grupe G. Ne moZe se koristiti najvec¢a
dobivena duzina, jer u G mogu postojati samo nekolike permutacije maksimalne
duzine. Ipak, lako se dokazuje:

Zadatak A.10. Ako vise od polovine permutacija g € G ima duZinu ogranienu sa c,
tada dijametar grupe G najvise moge biti 2c.

Kao rezultat zadatka A.10 slijedi da svaki stohasticki algoritam za ogranicenje
srednje duZine permutacija u G, moze biti transformisan u stohasti¢ki algoritam
koji daje granicu dijametra grupe G. Ako se eksperimentalno pokaze da je za Ru-
bikovu kocku duzina ove medijane maksimalno 18, onda zakljucujemo da je dija-
metar grupe G najvise 36. Ovo je dosta viSe od Singmasterove procjene granice od
20, ali je znatno manje nego do sada dokazana granica Thistlethwaite-a od 52.

Manuelno rjeSavanje problema Rubikove kocke se obi¢no izvodi u fazama od
dna ka vrhu. U svakoj fazi se okrec¢u partikularne podkocke bez vodjenja racuna
o efektu koji ¢e to ostaviti na dijelove iznad njih. U ovom slucaju permutacije
su parcijalno specifikovane, oblika ¢ =< wj,ug,...,u;,?,7,...,7 > . Ipak, i u
ovome slucaju se problem moZe rijeSiti sa istom slozenos¢u kao i u kompletno
specifikovanom slucaju:

Teorema A.8. Problem predstavljanja za parcijalno specifikovane permutacije moze
biti rijesen u O(R'/?) vremenu i u O(R'/*) prostoru.

Algoritmi ucenja

Problem ucenja, u slu¢aju permutacija, u sustini je problem rjeSavanja sistema
jednacina oblika iw = j, gdje su 4, j stanja u sistemu S, a w je rije¢ nad nepoznatim
permutacijama iz ¥ U ¥ 1.

Primjer A.5. Nekaje S = {1,2,3} i3 = {z,y}. Za sljedei skup jednacina:
lay =1, 2y lz =3, lay~t =2,
3yry =1, 2yxx =3, 3z lyz ! =2

problem je izvesti njihovo jedinstveno rjeSenje x =< 3,2, 1 >iy=<2,3,1>.

Za sistem jednacina nad proizvoljnim domenom moZemo definisati rjeSivost na
dva nacina:

1. Semanticka rjesivost. Tacno jedan skup vrijednosti zadovoljava jednacine.

2. Sintaksna rjesivost. Jedinstveno rjeSenje moZe biti izvedeno iz datog skupa
jednacina, primjenom konac¢nog broja transformacija koje ¢uvaju jednak-
kost.
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Semanticka rjeSivost sistema jednacina nad permutacijama je krajnje tezak pro-
blem. Vrijedi

Lema A.6. 1. Odredjivanje kada sistem ima najmanje jedno rjeSennje je N P-
kompletan problem.

2. Odredjivanje kada sistem ima najvise jedno rjesenje je co-N P-kompletan pro-
blem.

Ipak, nalazedi vise i viSe jednacina, sistem postaje semanticki rjesiv, ali je tesko
nadi tranzicije ili rijeSiti jednacine. Dodavanjem viSe jednacina sistem moze postati
sintaksno rjesiv. RjeSenje se moze naci u vremenu koje je gotovo linearno.

Ovom prilikom nec¢emo dalje razmatrati teoriju uenja nad permutacijama.
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