1 Teorem kona¢nim Abelovim grupama

Teorema 1. (Theorem 2.10.2) Neka je G konacna Abelova
grupa reda p", za neki prost broj p. Tada je G = A X @),
pri cemu je A ciklicka grupa generisana elementom a
najveceq reda u grupi G.

Dokaz. Neka je a € G element najveéeg reda u grupi
(G i neka je A ciklicka grupa generisana tim elementom.

Dokaz provodimo indukcijom u odnosu na n. Ako je
n = 1, onda je grupa G ciklicka grupa, pa je G = A. To
znaci da tvrdnja vrijedi, jer za () mozemo uzeti trivijalnu
podgrupu.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za m < n. Dokazimo
prvo da teorema vrijedi u slucaju da postoji element
b € G, takav da b ¢ A sa osobinom da je b’ = e.
Neka je B podgrupa generisana elementom b. Tada je
AN B = {e}, jer je B generisana svakim svojim ne-
jediniénim elementom. Neka je G = G/B. Kako je
B # {e}, to u grupi G ima p"!
indukcionoj pretpostavci teorema vrijedi za grupu G.
Postavlja se pitanje: Koliki je red elelementa @ = aB?
Tvrdimo da vrijedi: o(@) = o(a). Vrijedi da je o(a).
Jasno je da vrijedi o(a) < o(a), jer a element maksi-
malnog reda. Prema tome o(@)|o(a).

Sa druge strane je (a)® =€, tako da je a® € B. Prema
tome a” € ANB = {e}. Prema tome o(a)|o(@), pa slijedi
o(a) = (a), jer je a element najveéeg reda. Dakle, @ je

elemenata. Prema

element najveéeg reda u grupi G, pa teorema vrijedi za
ovu grupu, na osnovu indukcione pretpostavke. Prema
tome, G = (a) x T, za neku podgrupu 7" od G.



Neka je () podgrupa od G koja prema teoremi o kore-
spondenciji odgovara grupi 7. Jasno je b € (). Tvrdimo
daje G =AxQ. NekajegeG Tadajeg=a' 7, (v €
Q), iz ¢cega slijedi g - a™ - = 0%, za neki s, Sto znaci
dajeg=a’-z-b°€ A- Q. Dakle, G =A- Q.

Dokazimo jos da je ANQ = {0}. Neka je a’ € ANQ.
Tada je @' € T, pa kako ja (a) N T = (_), imamo @ = €,
a kako je o(a) = o(@) slijedi da je a’ = e. Prema tome
ANQ ={e}, ¢ime je dokazano da je G = A x Q.

Podsje¢amo, ako je neko zaboravio, da smo teoremu
dokazali pod uslovom da postoji b € G;b ¢ A takav
da je b’ = e. Pretpostavimo sada da takav element ne
postoji. Dokazimo da je u tom slucaju G = A ciklicka
grupa. Pretpostavimo da to nije tacno, te da je G # A.
Neka je x € G i x € A ima najmanji moguci red. Kako
je ocigledno o(aP) < o(x), zaklju¢ujemo da je 2P € A.
Prema tome, 2 = a’ za neki 7. Tvrdimo da pli. Neka je
o(a) = p*. Vrijedi 27" = e, jer je a element maksimalnog
reda. Vrijedi e = o = (a)*" i kako je o(a) = p°,
yakljuc¢ujemo da VI'IJedl pli, tj. 2P = a', pri cemu pli.

Neka jey =a~ v Tada je y* = a " 'z? = e. Medutim
y & Ajer x ¢ A. Ovo nas vraca na razmatranja sa
pocetka.

Mada dokaz ove teoreme nije jednostavan, on nam
omogucava da dokazemo jedan od najljepSih rezultata u
algebri, a to je potpuna karakterizacija kona¢nih Abelovih

grupa.
Teorema 2 (Theorem 1.10.3). (Fundamentalna teorema

o konacnim Abelovim grupama). Svaka koncna Abelova
grupa je (do izomorfizma) jednaka direktnom proizvodu



ciklickih grupa.

Dokaz. Neka je G konacna Abelova grupa i neka je p
prosti faktor reda |G| te grupe. Na osnovu leme 2.10.1
vrijedi G = P x T, pri ¢emu je |P| = p", za neki n. Na
osnovu teoreme teoreme 2.10.2 vrijedi P = A; X Ay X
oo X A, pri ¢emu su Aq, Ag, ..., Ay cikilicke podgrupe
grupe P. Koristeé¢i indukciju mozemo pretpostavitida
je 1 T direktni proizvod ciklickih grupa tj. da je T' =
Ty x Ty x --- x Tj, Tako da na kraju dobijamo:

G=A1 XAy x - - XA xTy xTy x--- xT,.

Na osnovu ove teoreme nije tesko prebrojati koliko ima
ukupno neizomorfnih Abelovih grupa datog reda. Ako je
G Abelova grupa reda p”, onda je P = A1 X Ay X - - - X Ay,
gdjesu Ay, A, ..., Aj ciklicke grupe reda p™, p™2, ..., p"™*,
pricemujen; >no > --->npin=mny+no+- -+ ng.
Brojevi ny, ns, ..., ni se nazivaju invarijantama grupe P.
Kao sto vidimo te invarijante ¢ine particiju broja n. Vri-
jedi i obrnuto, svaka particija od n odreduje neko ra-
zlagnje grupe G na direktni proizvod ciklickih podgrupa.
Prema tome, broj neizomorfnih Abelovih grupa reda p"
jednak je broju particija broja n.

Na primjer, broj 3 ima tri particije 3,2+ 1,1+ 141,
pa dakle imamo 3 neizomorfne Abelove grupe reda p>.
Takode, imamo pet neizomorfnih Abelovih grupa reda

P*itd.



